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Introduccion

En el moédulo “Disefio de filtros discretos” hemos estudiado las caracteristicas
principales de los filtros y sus técnicas de disefio en el dominio frecuencial.
Como bien conocéis, el dominio de la frecuencia resulta de gran utilidad en
el &mbito del procesado de sefial, permitiendo la representacion de las sefiales
en un dominio alternativo que nos permite extraer una informacion vital para

muchas aplicaciones de telecomunicaciones.

Sabemos que si queremos realizar una transmision de varias sefiales sin inter-
ferencias, sencillamente podemos poner la informacioén en bandas frecuencia-
les separadas y una operacién de filtrado sencilla nos ayudara a recuperar la
informacién de cada una de las sefiales en el receptor. Los filtros y las técnicas
de filtrado nos permiten el disefio de los dispositivos que permiten realizar
esta separacion en bandas frecuenciales y recuperar las sefiales originales.

No obstante, existen un buen nimero de aplicaciones y problematicas reales
donde no tenemos la suerte de tener las sefiales en bandas separadas, haciendo
que el problema del filtrado frecuencial clasico deje de ser ttil para resolver
dichos problemas.

(Podemos separar dos seflales que se encuentran compartiendo la misma
banda de frecuencias? ;Existen técnicas de filtrado que nos permitan rea-

lizar esa operacion?

Pensemos en el ejemplo de una transmision de audio desde un helicoptero. La
sefial de audio se recibe mezclada con el ruido del rotor del helicoptero que la
contamina. Desde una perspectiva de filtrado clasico, lo basico que podriamos
realizar es filtrar la sefial recibida a la banda de frecuencias donde se encuentra
la sefial de voz. Si sabemos que la voz tiene un espectro entre 300 Hz y 3.400
Hz aproximadamente, podriamos filtrar la sefial recibida a esa banda y mejorar

la calidad por una reduccién de la potencia de ruido.

La pregunta a realizar en este momento seria, jes eso lo maximo que pode-
mos hacer o existe alguna posibilidad de mejorar las prestaciones de este
filtrado basico?

En este médulo analizaremos otras posibilidades de filtrado, las que llamare-
mos filtrado estadistico. Dentro de todas las posibilidades de filtrado estadisti-
co, que son multiples y variadas, nos centraremos en algunas especificas, que
son las mas utilizadas en el &mbito del procesado de sefial y sus aplicaciones.
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Aunque el estudio de la teoria de sefial suele realizarse sobre sefiales determi-
nisticas, la realidad es que la mayoria de aplicaciones, practicamente en su
totalidad, se realizan sobre sefiales de naturaleza aleatoria. La sefial de voz hu-
mana, por mucho que se encuentre acotada en una banda frecuencial determi-
nada, posee unas caracteristicas frecuenciales que van variando con el tiempo.

Figura 1

Fuente: es.wikipedia.org

Tal y como se observa en el espectrograma, aunque el espectro esta restringido
frecuencialmente vemos como varia sustancialmente en funcién de los soni-
dos que se estan emitiendo. Podemos imaginar que el filtrado frecuencial, a
pesar de poderse utilizar en esta aplicacion, tiene grandes limitaciones al no

aprovechar todas las caracteristicas del espacio de sefial.

El filtrado 6ptimo pretende sentar las bases tedricas para poder abordar pro-
blemas de filtrado 6ptico basado en las caracteristicas estadisticas de las sefia-
les implicadas.

Gran nuamero de aplicaciones de procesado de sefial requieren la utilizacién
de técnicas estadisticas:

e Seriales contaminadas por ruido externo (ruido rotor en conversacién por
helicoptero).

¢ Serial recibida por un sistema de comunicaciones distorsionada por el ca-

nal.

¢ Imagen capturada por una camara distorsionada por los efectos del movi-

miento.

La mayoria de veces, los efectos distorsionantes en estos ejemplos de aplica-
ciones no son procesos estacionarios, sino que sus caracteristicas estadisticas

varian con el tiempo.


http://es.wikipedia.org
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e El ruido del rotor del helicéptero o las revoluciones del motor del coche

cambian durante la comunicacion.

e Los canales de radiofrecuencia cambian sus caracteristicas en funcién de
las condiciones de propagacién (hora del dia, estacion del afio, lluvia, etc.)

Todo ello hace que las técnicas de filtrado deban trabajar en el dominio del
espacio de sefial estadistico, pero que a su vez dispongan de la capacidad de
adaptarse a los cambios de entorno. Como podemos observar, las aplicaciones
reales requieren de técnicas 6ptimas de procesado para dar solucién a los pro-
blemas clasicos de comunicacién y de procesado de sefial.






CC-BY-NC-ND ¢ PID_00175662 9 Filtrado lineal 6ptimo

1. El problema de la estimacion lineal

Cuando abordamos un problema de procesado estadistico y se pretende recu-
perar las caracteristicas de una sefial nos encontramos dentro de un problema
de la teoria de la estimacion.

La teoria de la estimacion es una teoria matematica muy amplia que busca
métodos para obtener un valor aproximado de un pardmetro determinado a

partir de los datos proporcionados por una muestra:

e La estimacion de un valor de temperatura en funcioén de los pardmetros

atmosféricos.
e Laestimacion de una sefial de voz en una grabacion policial distorsionada.

e Laestimacion de la sefial transmitida por un sistema de telecomunicacio-

nes en funcién de la sefal recibida.
e La estimacion de la velocidad de un objeto en un radar.

En todos los ejemplos anteriores, como podemos observar, resultan necesarias
las muestras de unos parametros y un parametro objetivo para estimar. El sis-
tema que se encargara de realizar la estimacion seré el estimador.

Figura 2

Xg ———» Estimador >y

Existen diferentes criterios para disefiar el sistema de estimacién siendo los

siguientes algunos de los mas conocidos:

e Estimador MAP (maximum a posteriori)
¢ Estimador ML (maximum likelihood)
e Estimador MS (mean square)

e Estimador LMS (linear mean square)

Los diferentes tipos de estimadores quedan fuera de los objetivos de esta asig-
natura. En cualquier caso, principalmente debéis quedaros con la idea de que
los estimadores dependen del conocimiento de los pardmetros estadisticos de
las variables implicadas. Si tenemos un conocimiento muy completo de la
funcion de probabilidad de las variables implicadas, se pueden desarrollar téc-
nicas de estimacion mas fiables. Como contrapartida, cuanto mas complejo
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sea el conocimiento estadistico necesario, mayor sera el coste computacional
de las operaciones requeridas para hacer la estimacién, y consecuentemente,
serd mas compleja la implementacién fisica del estimador, especialmente si
buscamos aplicaciones en tiempo real.

En este escenario vemos que resulta importante el compromiso entre comple-
jidad del estimador y el coste computacional del mismo, especialmente cuan-
do en aplicaciones reales no podemos tener la certeza absoluta de la funcién
densidad de probabilidad real de las variables implicadas.

Es por ello que en este médulo nos centraremos en los estimadores lineales,
que corresponderan a estructuras de filtros lineales, que se disefiaran siguiendo

un criterio estadistico para minimizar el error de estimacion.
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2. La necesidad de medir magnitudes en optimizacion

Cuando se abordan problemas de filtrado 6ptimo es necesario disponer de un
criterio para definir magnitudes. En el caso de procesado de sefial trabajaremos
en espacios vectoriales, y consecuentemente en un espacio vectorial debemos

tener una forma de medir las magnitudes de los vectores implicados.

La norma del vector estard definida segin el tipo de vectores con los que se

esté trabajando, siendo diferente si estamos en un espacio vectorial RV o en
un espacio de variables aleatorias. En cualquier caso, la norma vectorial debe
cumplir una serie de propiedades que permitan operar entre vectores y dispo-
ner de criterios validos de medicién de magnitudes.

Pagina web

Las condiciones basicas que debe cumplir una norma son las siguientes.

http://es.wikipedia.org/wi-

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo k y X un vector del espacio. ki/Norma_vectorial

Se dice que || - || : V— R es un operador que define la norma de X, y

escribimos || X ||, si cumple:

1) Para todo X de V su norma ha de ser no negativa, y sera cero si, y solo

- -
si, X es el vector cero: 0 < || X|| siX# 0,y [|[X||=0X=0.

2) Para todo X de V y para todo k de k, se satisface que
NEE N =Nkl - I1% ]

3) Para todo X e y de V se cumple que || X+¥| < ||X]| + |¥ |l (desigual-
dad triangular).

Cualquier operador que cumpla estas tres condiciones, y en cualquier

geometria, serd un operador norma.

Como vemos, los criterios de una norma son criterios sensatos que facilitan
la operacion entre vectores. La norma siempre ha de ser positiva, no tiene
sentido tener vectores con norma negativa. Si multiplicamos un vector por
un factor k, su norma se vera incrementada en el mismo factor, y por tltimo,
la tercera propiedad corresponde a la desigualdad triangular. La norma de la

suma de vectores sera siempre inferior o igual a la suma de normas.


http://es.wikipedia.org/wiki/Norma_vectorial
http://es.wikipedia.org/wiki/Norma_vectorial
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En las aplicaciones de procesado estadistico, cuando se trabaje con variables Ved también

aleatorias en problemas de optimizacién necesitamos un espacio vectorial con
. L. . . . . . No se realizara aqui una expo-
una norma bien definida que nos permita realizar las combinaciones lineales sicién detallada, pero podéis
consultar las principales pro-
piedades de un espacio de Hil-

necesarias para un proceso de optimizacién. Matematicamente, esto se conoce bert en el anexo de este mis-
mo médulo.

de los vectores implicados, asi como las operaciones de medicién de distancias

como un espacio de Hilbert.
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3. Estimacion lineal optima

Para abordar la teoria de la estimacion lineal 6ptima, partiremos de un esque-
ma general, a partir del cual se irdn introduciendo los conceptos para desarro-
llar la teoria de la estimacion lineal 6ptima. El modelo de partida general sera
el siguiente:

Figura 3

Estimador

- > Transformacion |——» E— .
+ lineal

Yn Zn

Ahora podremos identificar las diferentes sefiales implicadas en el proceso:

ey, corresponde a la seflal que queremos estimar. Esta sefial no esta dispo-
nible para realizar el procesado pero corresponde a la sefial objetivo. En el
caso de la aplicacién de cancelacion de ruido del helicoptero seria la voz
real del piloto.

e 2, corresponde a la voz del piloto que mide el microéfono. En principio
puede ser una sefial muy similar pero estara distorsionada en mayor o
menor medida debido a los efectos acusticos de la cabina, asi como a las

propias propiedades del micréfono.

e i, corresponde a las seflales interferencia que se suman, en este caso seria el

ruido del rotor asi como otros ruidos que se puedan capturar en la cabina.

e x,corresponde a la sefial real con la que vamos a trabajar, son las muestras
reales que se capturan a través del micr6fono y que corresponden a la
sefial original, transformada con todas las posibles interferencias de ruido

sumadas en la cabina.

El objetivo del estimador sera utilizar las muestras de sefial capturadas por el
microfono, x, para realizar la mejor estimacién posible de la sefial original,

¥y, siguiendo el criterio de optimizacion definido.
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Teniendo esto en cuenta, podemos ver que la bondad del estimador dependera
de la relacién estadistica que guarde la sefial original con la sefial transforma-
da. Llevandolo al extremo, si la seflal transformada pierde parte de informa-
cion en la transformacion, esta informacion no sera recuperable.

Otro aspecto importante en la recuperaciéon de la sefial original es la indepen-
dencia estadistica de las sefiales de interferencia respecto de la original. Si la
sefial de interferencia se superpone en el campo de informacion de la sefial
original, esto perjudicara a la calidad de la estimacion. En cambio, si las se-
fiales interferentes son estadisticamente independientes de la sefial original,
el procesador podra aislar los dos espacios de sefial y realizar una estimacion
de mejor calidad. En este ejemplo concreto, si el ruido del rotor es estadistica-
mente independiente de la voz, la estimacion sera de mejor calidad, pero si

existe superposiciéon en la informacioén, se perdera calidad en la estimacion.

A modo ilustrativo sabemos que los diferentes sonidos tienen caracteristicas
estadisticas diferentes, y la voz varia sus caracteristicas en funcion de los so-
nidos que emite. Si tenemos un sonido que es muy diferente del rotor, por
ejemplo una vocal, podemos esperar que la estimacion sea de buena calidad,
pero cuando estemos emitiendo sonidos fricativos, como por ejemplo la r que
tiene una componente m4s similar al ruido de fondo, podemos esperar enton-

ces una pérdida de calidad de la sefial estimada.

En el caso concreto del estimador lineal 6ptimo, la variable estimada se gene-
rara a partir de la combinacion lineal de las muestras de la sefial de entrada, o
lo que es 1o mismo, como la salida de un filtro lineal de respuesta impulsional
finita FIR:

p
Slal= D i — ki

k=ng

Asimismo, al trabajar sobre espacios vectoriales, se considera que todas las
operaciones entre las sefiales, ya sea de entrada como las interferencias, co-

rresponden a combinaciones lineales de variables dentro del espacio vectorial.

Se entendera por filtro lineal 6ptimo aquel que minimiza el valor es-

perado de la funcion de error al cuadrado, es decir:

AGlnl =t V11,

El problema de optimizacion se resolvera encontrando los coeficientes 6pti-
mos del filtro estimador que minimizan esta funcién de error.
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4. Revision de conceptos basicos de estadistica y
seilales aleatorias

Como revision de los conceptos basicos de probabilidad y sefiales aleatorias, en
este apartado se presentaran las principales propiedades que conviene revisar
para abordar con éxito el resto del médulo. Se considera que disponéis de
conocimientos de probabilidad y estadistica y los conceptos presentados en
este punto no son mas que una mera revision de los conocimientos que ya

tenéis.

En el ambito de la estadistica y la teoria de la probabilidad, se definen los
procesos estocasticos como un concepto matematico que caracteriza
una sucesion de variables aleatorias, que evolucionan en funcién de otra

variable, que normalmente corresponde al tiempo.

En principio, en la definicién completa de un proceso estocdstico seria nece-
sario conocer la funcién densidad de probabilidad de cada una de las variables
para cada instante de tiempo; evidentemente esto resulta complejo de conocer
en aplicaciones reales, asi que se definirdn un subconjunto de procesos esto-
casticos que se adaptan mejor a las aplicaciones reales.

Dentro del ambito de las series temporales, existen diferentes ejemplos de pro-

cesos estocasticos:

e Serales del &mbito de la telecomunicacion y la electrénica.

e Serales de aplicaciones biomédicas (encefalogramas, electrocardiogramas,
etc.).

e Serales procedentes de procesos sismicos o geologicos.

e Evolucién de la poblacién de una ciudad, municipio o pais.

» Indices de bolsa.

e Manchas solares.

Y un largo etcétera, son ejemplos de procesos estocasticos que nos podemos
encontrar en los &mbitos de aplicacion.

La caracterizacion completa de un proceso estocdstico es tan compleja que di-
ficilmente podemos encontrar aplicaciones reales donde sea posible esa carac-
terizacion, de forma que tendremos que trabajar con algunos casos especiales
de procesos estocasticos, con unas caracteristicas particulares que facilitan su
uso en las aplicaciones reales a partir de los datos conocidos.
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Los procesos estocdsticos se pueden definir en tiempo continuo o en tiempo
discreto. En este caso nos centraremos en los procesos estocasticos en tiempo
discreto que son los que utilizan en las aplicaciones de procesado de la sefial
digital.

4.1. Funcion densidad de probabilidad, media y varianza
Supdéngase que x es una variable aleatoria con funcién densidad de probabili-

dad p(x). Su media, varianza y su momento de segundo orden estaran defini-
dos de la siguiente forma:

[ce]
m=Elx]= / xp(x)dx como la media de la variable aleatoria.
—00
o0
62=var(x)= E[(x - m)2] = / (x— m)zp(x)dx como la varianza.
—00

o0
Hx2]= / x2 x)dx como el momento de segundo orden.
—00
La probabilidad de que una variable aleatoria tenga un valor dentro de un
b
intervalo de valores [a, b] viene definida por Prob [a<x<b|= f p(x)dx.
a

Figura 4

p(x)

v
o

La funcién densidad de probabilidad, como sabemos, estd siempre normaliza-
da a 1, dado que la probabilidad de que la variable adquiera cualquier valor
en todo su conjunto de valores siempre serd 1. Esto lo podemos representar
de forma matematica de la siguiente forma:

7 pX)dx=1

Esta misma propiedad nos permite determinar con un sencillo célculo que:
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62 =var(x) = E[(x — m)z] = E[x2] - m2

Las variables aleatorias pueden estar definidas sobre un dominio continuo o
discreto. En este caso consideramos que la variable aleatoria esta definida sobre

un dominio continuo.
4.2. Procesos estocasticos o sefiales aleatorias

Un proceso aleatorio se define como una secuencia de variables aleatorias

{xo, X} X, xn} donde n habitualmente sera la variable tiempo, o muestras
temporales. En este caso, la descripcién completa del proceso o sefial aleatoria
requeriria el conocimiento de todas las funciones densidad de probabilidad

conjuntas:
pxg X Xo, ..., Xy) para n=0,1,2,....

Podemos intuir que un conocimiento tan exhaustivo de la funcién densidad
de probabilidad conjunta sera practicamente imposible de tener en aplicacio-
nes reales, de forma que tendremos que conformarnos con un conocimiento
mas limitado de las mismas.

En las aplicaciones que se presentardn en esta asignatura normalmente se tra-
baja con seflales de media cero. En cualquier caso, si la sefial no presenta me-
dia cero, sera facil redefinir una sefial equivalente restando el valor medio y
simplificar asi todo el proceso de anélisis, que se complicaria en el caso de
sefiales de media diferente a cero. Una vez finalizado todo el tratamiento, es

tan facil como volver a anadir la media al resultado final.

Para trabajar con filtros lineales 6ptimos, mas adelante veremos que tendre-
mos que utilizar con frecuencia la funcién de autocorrelacién. La funcién de
autocorrelacion proporciona un indicador de la influencia que tiene una va-
riable aleatoria en un instante de tiempo sobre otra que se encuentra K mues-
tras separada.

Ruln+k n)= Hx, 0]

Vemos que la funcién de correlacién determina la informacién estadistica con-
junta entre la variable en el instante n y aquella desplazada a n + k. Normal-

mente se conoce como lag a la separacion relativa entre variables aleatorias.

Senales de media cero

Si E[x] = m, podemos definir x’
= x—m, donde X’ es una varia-
ble de media cero.
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4.3. Procesos estocasticos estacionarios

Como se ha comentado anteriormente, el conocimiento exhaustivo de la fun-
cion densidad de probabilidad de los procesos estocasticos es algo muy com-
plejo de conocer en aplicaciones reales. No obstante, los procesos estaciona-
rios suponen un subconjunto que se adapta mucho mejor a las condiciones
necesarias para desarrollar aplicaciones.

Se considera que un proceso estocastico es estacionario en sentido estricto
cuando las funciones densidad de probabilidad de las variables aleatorias im-
plicadas son invariantes ante un cambio de tiempo. Es decir, si realizamos un
cambio en el indice temporal encontraremos la misma secuencia exacta de
variables aleatorias. Como podemos imaginar, resulta complejo demostrar en
aplicaciones reales que se cumple esta propiedad, de tal forma que atn ten-
dremos que relajar un poco las condiciones a cumplir en caso de aplicaciones

reales.

Un proceso estocdstico sera estacionario en sentido amplio cuando los dos
momentos de primer orden, es decir, la media y la covarianza, se mantengan
estables en el tiempo. Es decir, el valor de la media serd constante para cual-
quier instante de tiempo y el valor de la correlacién iinicamente dependera de
la diferencia temporal entre variables, o sea, sera igual la correlacion entre la
muestra 1y 3 que entre la Sy 7, o entre la 9 y la 11. Esto simplifica enorme-
mente las condiciones que debe verificar un proceso en cuanto a caracteriza-
cion de las variables aleatorias implicadas y hace mucho mas sencillo realizar
aplicaciones bajo estos supuestos.

Rxx(k) = E[xn+kxn] = E[xn'+kxn']

Observamos que en este caso la funcién de autocorrelacion no depende del
valor temporal n sino que quedard completamente caracterizada por el valor
del desplazamiento o lag.

Por otra parte, al disefiar filtros lineales, veremos que para el célculo de los
coeficientes 6ptimos tan solo nos sera necesario conocer las medias y las co-
rrelaciones, de tal forma que los procesos estocasticos en sentido amplio son
suficientes para poder realizar las aplicaciones.

4.4. Procesos ergodicos

Como hemos visto hasta el momento, hemos ido haciendo un proceso de
simplificacion de los procesos estocésticos y sus caracteristicas estadisticas pa-
ra poder acercarnos a aplicaciones reales. Existe otro paso que tendremos que
realizar para poder utilizar todos estos conceptos en el campo de las aplicacio-

nes reales.
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Supongamos que tenemos una muestra de voz, y que esta la podemos caracte-
rizar como un proceso estacionario en sentido amplio. El conocimiento de las
estadisticas que nos permitiese estimar las medias y varianzas de las variables
implicadas requeriria el conocimiento de multiples realizaciones del mismo
proceso. Esto seria en una aplicacion disponer de multiples realizaciones de la
sefial de voz, cosa que no siempre sera posible en las aplicaciones reales.

Imaginemos el caso de una seflal de voz que sirve de prueba policial y que
requiere la cancelacion de ruido de fondo para extraer claramente la conver-
sacion. En la prueba de voz, la Gnica de la que dispondremos, probablemente
tendremos la voz del sujeto objetivo camuflada con las interferencias u otras
voces que puedan aparecen en la grabacién. Suponiendo que el proceso es es-
tacionario en sentido amplio para realizar la resolucion del problema necesi-
tariamos la estimacién de los momentos de primer orden y de segundo orden
del proceso implicado. Al no disponer méas que de una realizacién temporal del
proceso, la inica posibilidad que nos queda es estimar las medias estadisticas a
partir de las medias temporales, ya que en cualquier otro caso seria imposible
la resolucién del problema al no disponer méas que de una realizacién del pro-
ceso. En aquellos procesos donde el cdlculo de las medias estadisticas se puede
realizar a partir de medias temporales podemos hablar de procesos ergédicos.
Tendremos que realizar esta suposicion para poder trabajar con aplicaciones
reales donde solo conozcamos una realizacién del proceso, que por otra parte

son la mayoria de aplicaciones que nos encontraremos en los casos reales.

En conclusién, podemos decir que en las aplicaciones donde aplicaremos el
filtrado lineal 6ptimo consideraremos que trabajamos con procesos estaciona-
rios de segundo orden y ergodicos, y esto lo mantendremos asi durante toda
la asignatura a fin de resolver los problemas de filtrado lineal 6ptimo o de
Wiener.
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5. El filtro optimo o filtro de Wiener

El filtrado lineal 6ptimo o filtro de Wiener corresponde al disefio de un filtro
estadistico lineal que minimiza la funcién de coste:

HdnTl,,,,

Siendo e[n] la funcién de error de estimacién, es decir, la diferencia entre el

sefial deseado y la salida del filtro.

A fin de adentrarnos progresivamente en las principales caracteristicas del fil-
tro lineal 6ptimo, abordaremos el problema por etapas, analizando en primer
lugar las caracteristicas de un filtro de orden cero, es decir, un filtro cuya res-
puesta impulsional estd formada por un tnico coeficiente, para seguir profun-
dizando con los conceptos basicos para filtros de orden mayor.

5.1. Filtro lineal optimo de orden cero

En el caso particular de un filtro lineal 6ptimo de orden cero, la respuesta im-
pulsional del filtro h[n] seria un Gnico coeficiente. La resolucién del problema
es determinar el valor de este coeficiente que hace que se minimice el error

cuadratico medio. Para ello se debe realizar la minimizacién de la siguiente

funcién de error:

T\ .
E[(y[n] - y[n]) ], donde ${n]=axn]
La minimizacién de esta funcién de error implicaria el calculo de la derivada
e igualar a cero. No seria necesario el calculo de la segunda derivada ya que al
ser una funcién cuadratica tan solo dispone de un minimo, y los méximos los

tendra para valores del coeficiente tendiendo a infinito.

El desarrollo de la ecuacién nos lleva a:

Holnl - 5t = HOll - axdnl)]

Y encontraremos la minimizacién derivando con respecto al coeficiente a e
igualando a cero:

%;ax{n]ﬂ = —2E{({n] - axfndn] =0

Y la solucién de la ecuacién seria:
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Eplndnl] - aff(d]"] = 0

De tal forma que el valor 6ptimo del coeficiente es:

_ Ebnld]
El(dn))]

El filtro lineal 6ptimo de orden cero nos aporta una resolucién simple pero
que ya permite interpretar algunos de los aspectos fundamentales de los esti-
madores lineales 6ptimos. Vemos que el coeficiente es directamente propor-
cional a la correlacion cruzada que exista entre la sefial objetivo y[n] y la se-
flal de entrada x[n]. Si la sefial que pretendemos estimar y la sefial origen no
comparten ninguna informacién comun (la correlacion seria cero), el coefi-
ciente del filtro 6ptimo seria cero. Esto quiere decir que si no hay informacién
compartida entre una sefial y la otra, la mejor estimaciéon que podemos hacer
es cero. A medida que exista una correlacién cruzada superior entre la sefial
objetivo y la sefial de entrada, mejor serd la estimacién que podremos realizar

y menor sera la sefial de error.

Para aclarar estos conceptos repasaremos algunas claves de geometria euclidia-
na que permita observar de forma visual estos conceptos. Teniendo en cuenta
que las variables aleatorias con un producto escalar bien definido forman un
espacio vectorial, podemos hacer uso de la geometria euclidiana para repre-
sentar los conceptos de interés en el problema de optimizacién lineal 6ptima.
Para ello se representaran las variables aleatorias como vectores y se utilizara

como producto escalar la funcion de correlacion entre variables.

Ejemplos

En la figura 5 podemos observar en azul oscuro la sefial objetivo y[n], en verde claro la
sefial de entrada x[n] y en verde oscuro, la salida del filtro de un coeficiente ax[n], siendo
el vector de error el vector rojo.

Figura 5

A

v

En este primer ejemplo vemos que el coeficiente amplifica el vector pero todavia sigue
quedando una parte del vector de error que proyecta sobre el eje x, de tal forma que el
coeficiente puede atin variar actuando sobre el vector de error. Si a crece vemos que el
vector de error todavia decrecera.

Nota

Es importante remarcar el he-
cho de que el filtro sea 6ptimo
no quiere decir que el error
sea muy pequefio, sino que el
error es el menor posible con
la informacién de la que se dis-
pone. En el caso de sefales in-
correladas, la sefal de error se-
ria directamente la sefial obje-
tivo y[n] dado que no se po-
dria realizar ningun tipo de es-
timacién mejor en ese caso.
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Figura 6
A

yin]

e
2,
=

{

En el segundo ejemplo (figura 6) se observa que el valor de a se ha incrementado y el
vector de error tiene ahora mismo su valor minimo, ya que cualquier modificacién del
valor a haréd que el error crezca como se puede observar en la figura 7.

Figura 7
A

Haciendo uso de los conceptos expuestos previamente, y de forma puramente visual,
determinamos que el filtro 6ptimo lineal, aquel que minimiza el vector de error lo ob-
tendremos cuando el vector de error sea perfectamente ortogonal al espacio de informa-
cion de entrada. Mientras el vector de error tenga proyeccion sobre el espacio de entrada,
podremos seguir modificando el valor del coeficiente e ir reduciendo el error. En cambio
cuando el vector de error sea perfectamente ortogonal, ya no sera posible minimizar mas
el error y nos encontraremos en el caso 6ptimo.

Si recordamos la solucién matemaética para el caso 6ptimo:

2
M = —2H({n] - axdn)dn]] =0

Y a continuacion reescribimos la ecuacion de la siguiente manera:

EOln] - adn)adn] = 0

Ednldnll=0

Encontramos la solucién 6ptima cuando el vector de error es ortogonal al vector de en-
trada x[n], es decir, la misma conclusion a la que se ha llegado mediante la interpretaciéon
geométrica de los vectores.

Este factor es el que se conoce como principio de ortogonalidad, que corres-
ponde a la resolucién 6ptima lineal cuando la funcién de coste es el error cua-
dratico medio. En lugar de plantear todas las ecuaciones y realizar las derivadas
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pertinentes, se puede plantear el sistema de ecuaciones simplemente forzan-
do que el error sea ortogonal a cada una de las variables de entrada de forma
simultanea, cosa que simplifica en gran manera la operativa de resolucién de
este tipo de sistemas.

5.2. Filtro lineal optimo de orden N

Una vez trabajados los conceptos del caso simple, se trata ahora de generalizar
el problema a un filtro de orden N. Para que el desarrollo sea lo mas completo
posible lo realizaremos sobre los procesos estocasticos complejos, de tal for-
ma que habremos realizado el caso mas completo posible, siendo los procesos

reales un caso particular de nuestro analisis.

En este ejemplo de analisis desarrollaremos primero el analisis matematico
completo para obtener el sistema de ecuaciones que habra que resolver, plan-
teando finalmente las mismas ecuaciones a partir del principio de ortogonali-

dad, viendo la utilidad asi del desarrollo realizado en el apartado anterior.

En el caso de un filtro de orden N de coeficientes complejos y en un espacio
vectorial de procesos estacionarios y ergddicos complejos, tenemos la siguiente

funcién de coste:

Hefll, = E[(y 7% y- ﬁ”z)H] |

MIN

Para el desarrollo de este calculo se utiliza la notacién matricial de la siguiente

forma:

SH
Y= h X
ey-N=0-h )

Obsérvese que la salida del filtro corresponde al producto escalar de los coefi-

cientes del filtro por un vector de muestras de entrada giradas en el tiempo

y desplazadas. Este producto escalar no es mas que la representacién vecto-
N

rial del sumatorio de convolucién para la salida del filtro ){n] = Z ilildn - &),
k=0
siendo * el operador conjugado.

Ved también

Podéis revisar el anexo para
hacer un repaso de los opera-
dores vectoriales utilizados en
el desarrollo.
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La minimizacién de la funcién de coste J, definida como el valor esperado del

error cuadratico medio, implica la minimizacién de la siguiente ecuacion:

Py = Eyy#) - 7 ) - i+ Hx =,

En este caso, al ser un problema N-dimensional, la minimizacién de la funcién
de coste implicaré la derivada vectorial igualada a cero. Al ser una funcién

cuadratica, la resolucion de la ecuacién nos dara el minimo de la funcién:

o] _ Ezy)+ HZ7"Th =0

=
oh*
Y la resolucién de la misma nos lleva a:

—Hyz]+Hz7"h =0

Topr= HFF"] Hy¥]= R
vinbdn] 7 [73:0)

yem tlya] g "Pbn =10

ylabtn - Ly v
r Anbedn]  Anpefn—1 - Anbedn-N]
k.= E{YYH] —F x{n - ﬂx*[n] x{n - 1Mn - 1] :

~x{n—klx*[n] x{n—Nl;c"{n—N
rxx[O] rxx[l] .. rx)‘[N
rx,\{._ 1] rx)c[o] :

N

Se observa que en el caso de un sistema N dimensional la resolucién del pro-
blema implica la resoluciéon de un sistema de ecuaciones de orden N, donde
se implica el vector de correlacion cruzada entre la sefial objetivo y cada una
de las entradas del sistema, asi como la matriz de autocorrelacién de todos los
datos del sistema.

En el caso de trabajar con sefiales reales, la solucion seria simplemente un caso
particular del ejemplo anterior en el que los complementarios desaparecen al
estar sobre el espacio de las sefiales reales.

Mnldn] ry:{0)
yu= )= o =1l ol

=M by
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- Anpdnl  Anbdn—1 - Anldn-N]
Ro= E{YFET] _ A An —.llx{n] An— 1Mn —1] :

*x{n—N]x[n] x{n—Nl.x[n—N
rxx[O] rxx[l] rxx[N
rxic[l] rxx[()] :

N

Una vez desarrollado el caso N dimensional, plantearemos el caso de un filtro
de orden 1 (dos coeficientes) para acabar de profundizar en los conceptos pre-
sentado hasta el momento. La interpretacién sobre un espacio bidimensional
permitird completar los conceptos necesarios para comprender el proceso de

optimizacién lineal.

En el caso concreto de dos coeficientes y para el caso real, el vector de corre-
lacién cruzada y la matriz de autocorrelacion corresponderian a las siguientes

ecuaciones:

P[0 A

Edndnll  Eldnldn—1]] [h[O]]
Eldn— 1Wnll Eldn— thin - 1l LA1]

E[]i[[;{]z[]z[i]]ﬂ]] B

En este momento conviene utilizar esta matriz simple para plantear un par de
escenarios que nos llevaran a comprender en mayor profundidad los concep-
tos expuestos.

En un primer escenario, imaginaremos un sistema de dos coeficientes del estilo

&[n]z HOoln)+H1Jdn — 1]. En este caso se trata de un sistema con una respuesta
impulsional de dos coeficientes donde consideraremos que x[n] y x[n-1] son
sefiales incorreladas, o lo que es 1o mismo en los conceptos de espacios vecto-
riales utilizados, dos sefiales ortogonales.

En este caso concreto, el sistema de ecuaciones a resolver seria:

Ep{nldn]l 1
[E[y[nlx[n—l B

E[X{’Z)Mn]] Eladn - ?]x[n - 1[|] [Z[[?ﬂ

El sistema de ecuaciones en este caso presentaria una solucién trivial donde

los coeficientes serian:

Afibdn] 1 Efnbdn—1]
L AL s e |
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Si prestamos atencion a los coeficientes vemos que corresponden exactamente
al coeficiente de proyeccién observado en el caso de una variable. Es decir, el
filtro ideal resultara de proyectar la informacién deseada sobre cada una de las
variables de entrada de forma independiente y realizar la combinacion lineal
de las aportaciones de todas las variables de entrada implicadas. En el caso
de seflales de entrada ortogonales, no serd necesario resolver ningin sistema
de ecuaciones puesto que las diferentes sefiales de entrada no se interfieren
entre si, de forma que la solucién pasa por proyectar sobre cada uno de los
vectores de entrada y sumar las aportaciones. La principal conclusién de este
ejemplo es que si tenemos un espacio de sefial de entrada formado por una
base ortogonal, los coeficientes del filtro se pueden calcular de forma directa
mediante las proyecciones sobre cada uno de los elementos de entrada.

En el escenario mas genérico donde las dos variables de entrada estan corre-
ladas, sera necesario desacoplar la informacién comtn que presentan ambas
mediante la resolucion del sistema, que pasara por aplicar la inversa de la ma-
triz de correlacion a fin de eliminar la informacién cruzada que existe en los

diferentes vectores de entrada.

La solucién en este caso seria:

Edndnll  EHdndn—1] T
Hodn—1dn]l Hxdn—1ldn—1

it o

Siendo necesaria la resolucion de la matriz inversa para desacoplar la informa-

cién conjunta de las sefiales de entrada.
5.3. El principio de ortogonalidad para un filtro de orden N

Tal y como hemos podido observar en los subapartados anteriores, el desarro-
llo matematico necesario para abordar la solucion del filtro de Wiener requiere
de la resolucién de un problema de optimizacién aplicando derivadas vecto-
riales, que sin ser extremadamente complejas en su resolucion, si que entra-

flan una cierta complejidad y pueden inducir al error.

La interpretacion geomeétrica presentada en el caso de dimension 1 puede ser
generalizada a dimension N para llevarnos a un planteamiento mas sencillo,
directo e intuitivo del sistema de ecuaciones. En el caso de dimensién 2, nos
encontramos con la necesidad de estimar un vector a partir de una base de

dos componentes.

Tal y como se observa en la figura 8, imaginemos que pretendemos estimar el
vector objetivo y[n] a partir de una combinacién lineal de x[n] (verde claro) y
x[n-1] (amarillo). Sin necesidad de recurrir a una resolucién compleja de un
sistema de ecuaciones, y aplicando criterios puramente geométricos, vemos

que el vector de error tendrd médulo minimo cuando sea ortogonal al plano
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formado por los vectores x[n] y x[n—1]. Vemos igualmente que los dos vectores,
al tener interferencia cruzada, se suman aplicando la regla del paralelogramo,
que es una forma grafica de eliminar la informacién cruzada que existe entre
los dos vectores.

Figura 9
A

Ejemplo

Este ejemplo permite ampliar el principio de ortogonalidad a un espacio N-dimensional
afirmando que la minimizacién del error cuadritico medio la obtendremos cuando el
vector de error sea ortogonal a todos y cada uno de los vectores del espacio sobre el que
se realiza la proyeccion, de tal forma que la solucién la obtendremos cuando:

N N
7= Eplnl - 0= 4(@] - n- kmk])(y{d - ln- kmk]ﬂ
k=0 k=0

N .
aJ . .

= —%x{n— t](y{n]—kzzo,x{n—k]hﬂk])]= —Haln—ilednll=0

HAdn—ilefnl=0 vielo,1,...,N]

En la dltima fila vemos que la solucion del sistema la tendremos cuando el producto
escalar entre el vector de error y los diferentes valores de la sefial de entrada sea 0, o lo
que es lo mismo, cuando el vector de error sea ortogonal a todas las componentes de la
entrada del filtro (x[n], x[n-1], .. , x[n-K]). La solucién 6ptima la obtendremos cuando el
vector de error sea ortogonal al vector de datos de entrada.

(nldn) = Hdnlednll= 0
{aln — ldn) = El{n - lefnll =0

(aln - Ndn) = Edn — Nlednll =

Este criterio se podré aplicar para cualquier tipo de filtrado lineal 6ptimo que
se optimice segln el criterio de los minimos cuadrados, de forma que vemos
que el principio de ortogonalidad representa una conceptualizacién extrema-
damente 1til en aplicaciones de filtrado 6ptimo, y mas adelante, en filtrado
adaptativo.
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6. El predictor lineal

Dentro de las aplicaciones de procesado avanzado existe una de especial uti-
lidad dentro del campo de las telecomunicaciones por su uso en técnicas de
compresion de datos y aplicaciones de voz entre otras.

El predictor lineal es un caso particular de filtrado 6ptimo donde la sefial ob-
jetivo es una muestra avanzada de la sefial de entrada y[n] = x[n+K], donde k
sera el orden del predictor. El predictor de orden 1 predice la muestra siguien-
te, el predictor de orden 2,x[n+2] y asi para cualquier orden de prediccién. En
la mayoria de aplicaciones practicas, el uso del predictor suele centrarse en el
predictor de orden 1, y, como se ha dicho, es muy 1til en técnica de compre-

sién de voz asi como en técnicas de ecualizacién de canal.

En la siguiente figura observamos la representacion de un predictor lineal.

Figura 8

x[n] e[n]

:@—»

yn

A nivel de resolucién de las ecuaciones de filtrado 6ptimo, la problematica
del predictor lineal no aporta ninguna complejidad afiadida respecto a las an-
teriores, mas bien se trata de un caso particular del filtro de Wiener de gran
utilidad en el ambito del procesado.

La tnica diferencia es que el vector de correlacién cruzada se transforma en
un vector de autocorrelacién desplazado de la siguiente forma:

Ankdn] 1 17407 )
Hyt]— y»{n]x[n—l] || k)

y‘{nlx{n -N f;x(N) ’);x(k +N

Con lo que el sistema de ecuaciones a resolver en el caso de un predictor se-
ria el mismo sustituyendo el vector de correlacién cruzada segin la ecuacién

anterior.
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7. Conclusiones

En este m6dulo hemos podido estudiar las principales caracteristicas del filtra-
do lineal 6ptimo, sentando las bases para su resolucién en aplicaciones prac-
ticas, pero sobre todo, como introducciéon de los conceptos fundamentales del
procesado adaptativo, dado que las caracteristicas cambiantes de las aplicacio-

nes reales nos llevaran en la mayoria de casos a implementaciones adaptativas.

La principal ventaja de los estimadores lineales respecto a otro tipo de estima-
dores més complejos es que para la resolucion de los coeficientes 6ptimos del
filtro tan solo es necesario el conocimiento de las funciones estadisticas de
primer y segundo orden (medias y correlaciones). Dado que en muchas apli-
caciones tan solo se dispone de una tnica realizacion del proceso, para poder
hacer la estimacion de las funciones estadisticas tendremos que recurrir al uso
de las muestras temporales, es decir, calcular las medias y las correlaciones a
partir de las muestras temporales del proceso. Recordemos que este aspecto es
solo posible si el proceso es estacionario y ergodico. Serd en este caso cuando
resolveremos el problema utilizando un célculo estadistico de la media y la

correlacién mediante las siguientes ecuaciones:

L L
. 1 . 1
Elrl= fimyry 2t Hyal= fimzrey > odub]

En el caso de tener procesos limitados en el tiempo, como sera habitual, res-
tringiremos los limites del sumatorio a la ventana de datos de la que dispon-
gamos, dado que esa serd la mejor estimacion posible que podremos realizar.
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8. Ejemplos practicos de uso del filtrado lineal optimo

En este apartado, antes de finalizar el médulo, abordaremos algunos ejemplos
tipicos de aplicaciones lineales 6ptimas en el caso de filtros adaptativos a fin
de ilustrar con estos ejemplos algunos de los conceptos mas interesantes pre-
sentados en el moédulo.

8.1. Identificacion de un sistema

Supongamos que disponemos de un sistema SI que es una caja negra de la que
podemos conocer su respuesta. Es decir, si nosotros introducimos una sefial de
entrada, podemos medir cudl es la salida del sistema. El sistema en si podria
ser un equipo electromecéanico, una sala actstica, un canal de comunicaciones

o cualquier otro ejemplo que se nos pueda ocurrir.

El diagrama de bloques de disefio correspondera al esquema que se muestra

en la figura 10:

Figura 10

x[n] yin] e[n]

yin

h[n]

v

La idea es realizar una estimacion de los coeficientes lineales que maés se apro-
ximan a la respuesta real del filtro. Si el filtro fuese un sistema lineal y el or-
den del estimador fuese lo suficientemente grande, la estimacion seria practi-
camente perfecta siempre y cuando se escogiesen apropiadamente las sefiales
de test del sistema.

({Qué tipo de seiial de entrada seria conveniente utilizar para la imple-
mentacién del filtro 6ptimo?

Si lo que nos interesa es realizar una estimacion completa de la respuesta del
filtro, necesitamos escoger como sefial de entrada x[rn] una sefial que sea rica en
frecuencia, es decir, que sea capaz de estimular al sistema en toda la variedad
posible de sefiales de entrada. Recordemos nuevamente que el filtro 6ptimo
realizard la mejor estimacion posible con la informacién de la que dispone,

pero que eso no quiere decir que la estimacion sea buena.
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Ejemplo

A modo de ejemplo, si la seflal excitacion es una sefial senoidal que tan solo excita una
determinada frecuencia, el filtro de Wiener, por alto que sea el orden del filtro, tan solo
podra determinar la respuesta estimada a la frecuencia de la seflal de entrada.

Teniendo en cuenta este aspecto, vemos que resulta importante en problemas
de identificacién de sistemas que la sefial de entrada cubra las méaximas di-
mensiones del espacio vectorial sobre el que se trabaja, y esto traducido al
campo del procesado de sefial seria que tenga componentes de todas las fre-
cuencias posibles.

Ejemplo

Un ejemplo de sefial de entrada seria la funcion delta discreta d[n] que como bien sabemos
tiene un espectro frecuencial plano, o un ruido blanco, que es capaz de cubrir todo el
margen frecuencial. Si el sistema es un motor o una sala actstica, una delta no seria una
funcién practica dado que en el mundo analégico no la podriamos implementar, con lo
que seria més conveniente trabajar con funcién tipo ruido blanco.

¢{COmo sabremos cual es el orden apropiado del filtro?

Esta pregunta también resulta interesante, dado que a priori no tenemos nin-
guna informacién que nos indique cudl sera el orden apropiado. Si por algin
motivo conocemos este parametro, procederemos a escoger el orden del filtro
que se adapte al conocimiento que tengamos de la realidad.

Lo que ocurriré si escogemos un orden menor serd que el sistema no podra
adaptarse completamente y tendremos un error de estimacién mayor y una
identificacion del sistema de peor calidad. Una buena solucién es hacer dife-
rentes evaluaciones incrementando el orden del filtro hasta que el error de

estimacioén no decrezca.

Si escogemos un orden superior al del sistema real, la estimacién serd buena
pero los altimos coeficientes de la respuesta impulsional del filtro estimado
serdn cero. A priori esto no presenta un gran problema desde el punto de vista
practico, pero si desde el punto de vista computacional, dado que la resolucion
del filtro 6ptimo requiere el calculo de la inversa de una matriz, una operacion
computacionalmente costosa y cuyo coste aumenta de forma exponencial. Si
la implementacién la estamos realizando en un DSP o una FPGA, esto puede

suponer un problema para el hardware del sistema.

En la figura 11 se muestra la respuesta frecuencial estimada mediante un filtro
de Wiener para un sistema cuya respuesta impulsional real es h[n] = [1 0,5
0,3 0,5 1]. En este caso se ha utilizado como sefial de entrada ruido blanco
gaussiano y se ha resuelto el filtro de Wiener mediante la estimacion temporal
de las funciones de correlacion.

Se observa que en el caso del filtro de orden 1 (2 coeficientes) la estimacién
del sistema es bastante pobre, pero realiza una estimacién de tipo paso-bajo a
fin de aproximarse de la mejor forma posible a las bandas energéticas predo-
minantes del sistema real. Este factor va ocurriendo a medida que aumentan
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los coeficientes, donde vemos que la forma se va modulando hasta adaptarse
completamente en el filtro de orden 4 (5 coeficientes). Si aumentamos todavia
mas el orden del filtro, vemos que ya no hay ninguna mejora en la estimacion,
puesto que el ultimo coeficiente de la respuesta se hara cero.

Figura 11
Médulo de la respuesta del filtro real Orden=1
4
3= 3
f :
1 \ \ ] 1 [
_'-'_—\—u_
0 0
0 01 02 03 0.4 0.5 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
M Orden =2 Orden =3
b 3
3
i 2 . \ e
<
—— |
e ] B
0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 e -
0.2 0.3 0.4 0.5
Orden =4 Orden =5
4 4
3= 3
2 \\ 2 \\
0 0 /
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Anexo

Espacios de Hilbert

Un espacio de Hilbert es una generalizaciéon de un espacio euclidiano que nos
permite ampliar los conceptos de geometria euclidiana a otros tipos de vec-
tores. El espacio de Hilbert estd formado por un par (V, <,>) donde V es un
espacio vectorial bien definido (finito o infinito dimensional) sobre el cuerpo
de los nameros reales o complejos y <,> es un producto interior sobre V, con
la condicién adicional de que el espacio ha de ser métrico completo sobre la
distancia inducida por el producto interno.

Que <,> sea un producto interno sobre V implica que ( , ): VxV—K donde

Ke {R, Q} que es el cuerpo subyacente sobre el que estd definido el producto
escalar. El operador <,> cumple asimismo las siguientes condiciones para todos
los elementos x, y, z€ V' y para todos los escalares a, b€ K.

¢ <x,y> =<y x> donde la barra implica conjugacién compleja.
o <ax+by,z>=a<xz>+b<y,z>
e <x,x>2>0,ylaigualdad tan solo se cumple si, y solo si, x = 0.

Sobre este producto interno bien definido se induce una norma, que sera el
operador que servird para poder medir distancias dentro del espacio vectorial,

definida como || x| = <x, x> que cumple las siguientes propiedades:

[[x]| =0 si, y solo si, x =0.

llax || =l x|
|<x, y>|< x|l Iyl (desigualdad de Cauchy-Schwarz).

[[x+y]l < |lx|l + |ly]l (desigualdad triangular).

Sin entrar en mas profundidad en los detalles matematicos expuestos, nos
hemos de quedar con que los espacios de Hilbert permiten realizar medicio-
nes y trabajar con distancias, segiin una norma bien definida que nos permi-
tira abordar problemas de optimizacién sobre espacios vectoriales de variables
aleatorias.

Reglas de derivacion con variable compleja y con funciones escalares de
vectores complejos

Notacion

Variable compleja: x = xz+ jx; € C donde xz=Re[x]€ M, x; = Im[x] € 91
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Complejo conjugado: x*=xz— jx;€C

Derivacion de va- Ejemplos

riable compleja

2 =_1(L _ jl) ox _1(0btixg) obpting)\ 1,

dx ~ 2\0xp  Joxy x=2 OxR ~i" o, =7(1—j><j)=1

axt 1 olrg=jny)  olig—ixs) L0 ix(~j)=0
x ~ 2T oxg T oxy T2V TIxAmI=
2 2) a( 2 2) ,3( 2 2)
ot a(’“R”I T
ox ~ ox —  ox 2| oxg 7 ox
1 .
=5 (2ep - jx(27)) = v
-2 =-1(l + jl) v afdaptin) olgtiv)y 4o
ox* = 2\dxg " /axy F =7 Oxg =ox; 27(1+1Xj)20
ox* 1 0(xR_jx1) .0(xR_jx1) __1(1 ix(=j)=1
Xk T2 oxp 7 oxg =\U+yx{=Jj)=
o\ x2 + j2xpx —x2)
0x2 ( RTIZPRTY) g Ll
ﬁ S s — =E(2xR+]2x1+]X(Z]xR—le))=0
2 2) a( 2 2) a( 2 2)
ot ol 0("1%”1 NPT AR
oxk T oxF = oo~ 2| oxg /T ox |7
1 .
=5(2xR+J><(2xI))=
Notaciéon

. T
Variable vector complejo: x=[*1 *2 *N]" e V! vector

5 €C, k=12,...,N

Constante vector complejo: a=[d1 %
aeC, k=1.2,...,N

columna, donde

T
ay)’ e c¥vector columna, donde

T

b=[b1 by by]" e ¢! vector columna, donde b,eC, k=1.2,...,N

i T2 N
. . 21 T2 2N .

Constante matriz compleja: R=| . . e VN matriz cuadrada,
'n1 Tn2 TNN.

donde rij€C, i=12,...,N; j=12,...,N

Operador hermitico (transposicion+conjugacion):

* T T
xH=(xT) =) =[x} 5 - ] ec™
Derivacion vecto- Ejemplos

rial (gradiente)

9 _[2. 9
Ez axl 0x2 _
ox - )

0(2+x1x2—x1)/0x

0(2+x1x2 - x%) 0(2 +x1x9 — x%)/()xl

Xo — 2x1

X1
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Derivacion vecto- Ejemplos
rial (gradiente)
0 9 a_1" ( o z) ( )
# :[ XT 6x"2‘ 0x*N 0 2+x1x2 X ~ a2+ 12— x /dx [XZ]
ox* -
()(2 + x’{xz - x%)/axz
"(01)_0 oi+)) _ +j)]oxy [o]
ox ox /6x2
e _ o(1+)) _ +illox] [0
ox* OX* /0x 0
0 aH X1
(axx):a* a([1+1 2-]] XZD E((1+j)x1+(2—j)x2)/axl 1+j]
d = ) ) il
X ((1+J)x1+(2—1)x2)/0x2 2=
o(xHa) w14
55 =2 a([xl x5 2—j 0((1+J)x*1<+( )/6x [1_,_]']
ox* = 12—
6((1+j)x"1‘+(2 J) )/ax2 J
o(aHx) o(xHa) x a1+]
= =0 ¥ - 0((1+])x +(2— ) )/0x1 0
0x = [ ]_0
6((1+J)x +( )/(3)6
o(xHRx T 11 T12]*
(ax )=(XHR) a([xl XZ][’ZI ool 5(r11x x1+r12x x2+r21x XX x2)
ox 6x
9/0 4
_ X1 _ 111 212 [rll 21" RTx*—(xHR)
6/6x r12xT+r22x* }“12 }’2
Jd(xHR « 11 712
_()i)x* X) =Rx 0([x1 x2][’21 rZZI J) d(rllx x1+r12x x2+r21x X1+1r0X x2)
ox* ox*
K
(7o) iy [’11 TP
Tlosaxt| T lrarr+ ool L2 r22k%lT

Demostracion de la aplicacion de las reglas de derivacion en la obtencion

de la solucion 6ptima del filtro de Wiener

En el apartado 5.2. “Filtro lineal 6ptimo de orden N” de este médulo partimos

de la siguiente ecuacién:
—H s SH1> —H L H~>
E[|g|2]M[N =HyyH|-h EZyH]- E{ny] h+h E[xxH] thIN

K
Lo que se pretende es hallar el valor de " que minimice esta funcion de coste,

por tanto, lo que hay que hacer es:

oHe] E[WH] 7 E[xyH E[ﬁH] h h E[ H] h_
oh  _oh ok oh on
0 @ ©) )
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Vemos las reglas de derivacion que hay que aplicar en cada caso:

(n - {a(gii)zo] - M—

—%*

oh

0 - () - T g

o - [ dw g ATIT

H —>_>H]

@ - [a(XZ*Rx) =Rx] N =dx3"%

Por tanto, se llega al resultado final que aparece en el mismo apartado:

aEﬂeF

= —E{xyH]+E{xxH]7z) 0
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