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1. Introduccion a los filtros discretos

En este apartado introduciremos el disefio de filtros de tiempo discreto, y tra-
taremos aspectos basicos, tales como la definicion de especificaciones, el tipo
de estructuras y de filtros, la interpretacién del diagrama de polos y ceros sobre
el comportamiento del filtro, el retardo de grupo, los sistemas de fase minima,
los filtros de fase lineal y la inversion de sistemas mediante filtros. El objetivo
principal es realizar un repaso a conceptos basicos que nos situaran en la pro-
blematica del proceso de diseflo, mientras que otros conceptos son requisitos
necesarios para poder afrontar la etapa de disefio con garantias de éxito. Se
tratara principalmente el analisis de filtros selectivos en frecuencia (prototipos
paso-bajo, paso-alto, elimina-banda o rechazo-banda) aunque también se ve-
ran conceptos mas relacionados con el disefio de filtros especificos para un
problema dado (inversion de sistemas).

1.1. Estudio de un filtro paso-bajo ideal

A continuacién, analicemos un sencillo filtro discreto paso-bajo ideal. Para ~ Mpodemos pasar el valor de esta
ganancia a unidades de dB reali-

empezar, definimos como parametros del filtro su pulsacion discreta de corte, )
zando el calculo 20 log;oG.

expresada como w, en unidades de radianes por muestra (valor que estara aco-

tado entre los valores 0 < w. <), y su ganancia, expresada como G en lineal'

(parametro real y positivo), y podemos dibujar la funcion de transferencia del

filtro en el dominio de Fourier, H lp(ejw), como sigue:

Figura 1. Funcién de transferencia de un filtro paso-bajo ideal

A Hlp(ejw)

- -w¢ 0 +w¢ + )

Analizando con un poco mas de detalle la respuesta frecuencial de este filtro,
podemos decir que posee una banda de paso perfectamente plana, que la tran-
sicién de la banda de paso hacia la banda de rechazo es instantanea, y que
asimismo, la banda de rechazo es también plana y con ganancia igual a O (pa-
sado a dB seria un rechazo de — c0). Recordemos que dado que estamos traba-

jando en el dominio de las seflales y los sistemas discretos en el tiempo, la
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representacion en frecuencia de estos conlleva una periodicidad de periodo 2z
radianes por muestra, por lo que inicamente debemos fijarnos en un periodo
de dicha representacion.

A continuacion, calculamos la respuesta impulsional de este filtro paso-bajo
ideal, aplicando la ecuacién de sintesis de la transformada de Fourier para se-
fales discretas y realizando el calculo integral directo:

+n
hlp[n]z 2—1” f H lp(e/a’)ejw”dw:
T

+we

= 2—; Gelda
“we

1 Gejon tec G (eja)cn - _jwc")
= 2_7[ j_n » O

Como vemos este filtro tiene una respuesta impulsional infinita, ya que es una

funcion sinc discreta, con el maximo ubicado en n=0Yy con un decrecimiento

. 1 . . .
a razon de 7 para valores crecientes o bien decrecientes de n. Esto se puede
apreciar en la siguiente figura:

Figura 2. Respuesta impulsional de un filtro paso-bajo ideal con
parametros frecuencia de corte @, = 7/ 8 rad/muestra y ganancia G = 1

I

Nota: Se muestran tnicamente las 201 muestras alrededor de la muestra central n = 0.

A continuacién, estamos en condiciones de poder realizar un par de observa-
ciones que nos permitirdn entender los compromisos que habitualmente de-
bemos atender en la tarea del diseflo de un filtro discreto (de este modo, ya
estaremos en disposicion de analizar con mayor detalle técnicas para el disefio
de filtros de tiempo discreto):

e Se trata de un filtro no causal, dado que la respuesta impulsional del filtro
posee valores no nulos para n <0.
e Larespuesta impulsional es infinita y simétrica par alrededor de n=0.
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La primera observacién nos lleva a entender que se trata de un filtro no reali-

zable cuando hablamos de filtros que operan en el dominio temporal®, lo que
implica que, para el caso de filtros si realizables, deberemos cumplir de forma
estricta la condicién de causalidad. La segunda observacién nos indica tam-
bién una caracteristica que conlleva el no poder llevar a la practica el proceso
de filtrado usando la operacién de convolucién, dado que si la respuesta im-
pulsional es infinita, esto significaria que para cada muestra de la sefial de sa-
lida se deberia realizar un infinito namero de operaciones aritméticas. Recor-
demos que, segln la teoria de los sistemas lineales e invariantes en el tiempo
(SLIT), la salida se puede calcular mediante la ecuacién de convolucién:

nl= f Hin - &]

=—00

Vemos que en el caso de que la respuesta impulsional del sistema Hn] sea infi-
nita, se requiere de una suma de infinitos productos de muestras de esta por
la seflal de entrada.

Asi pues, de todo lo dicho hasta ahora podemos resumir que un filtro ideal
paso-bajo no es realizable, por lo que deberemos forzar, para dar luz a la
realizacion de un filtro paso-bajo realizable, que este sea un filtro causal y de
complejidad computacional finita. La idealidad del filtro planteado conlleva
una forma perfectamente rectangular en el dominio frecuencial, es decir, una
seleccion frecuencial perfecta del conjunto de frecuencias que el filtro deberia
seleccionar. Esto, asimismo, conlleva que en el dominio temporal se trate de
un filtro con infinitud temporal, dado que se cumple el principio de incerti-
dumbre tiempo-frecuencia: una sefial muy localizada en el dominio frecuen-
cial produce una sefial muy deslocalizada en el dominio temporal. Si pensa-
mos en el caso extremo, llegamos al caso de una sefial sinusoidal de pulsaciéon
discreta wg, dado que esta presenta una forma temporal periddica pero infinita
en el dominio temporal, mientras que en el dominio de la frecuencia, esta se

halla perfectamente localizada en un par de pulsaciones discretas +aj,.

En el siguiente apartado veremos el andlisis de los sistemas lineales e invarian-
tes gobernados mediante una ecuacién lineal en diferencias finitas y coefi-
cientes constantes. Este tipo de sistemas se puede entender como un subcon-
junto de los posibles SLIT realizables, es decir, que son causales y que poseen
una complejidad de célculo asumible mediante una computadora. Mas ade-
lante veremos coémo en funcién de la tipologia de filtro, bien sean de respuesta
impulsional finita (FIR) o de respuesta impulsional infinita (IIR), este tipo de
estructuras nos permiten llegar a disefios que en dominio frecuencial presen-
taran imperfecciones, sin bandas de paso ni de rechazo perfectamente planas,
ni con bandas de transicién perfectamente instantaneas. Estas imperfecciones
que aparecen al comparar los filtros reales con sus respectivos ideales son con-
secuencia directa de forzar las condiciones antes enunciadas, y nos obligaran

a establecer unos requisitos minimos para que el diseflo que se desea obtener

@ os filtros no causales si tienen
sentido en otros dominios, como
puede ser el caso del procesamien-
to digital de imagen, donde las va-
riables son posiciones espaciales,
en vez de temporales.
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cumpla las expectativas de éxito para el propoésito con que los queremos dise-
fiar, esto es, la funcién que estos van a desempefiar en un problema concreto
de procesado digital de la sefial. A estos requisitos los denominaremos especi-
ficaciones de diseflo, y englobaran condiciones adicionales a las frecuencias
de corte o ganancias que queremos conseguir, tales como atenuaciones mini-
mas en las bandas de rechazo y pulsaciones de corte a partir de donde este
rechazo minimo se deberad cumplir.

1.2. Especificaciones y plantillas prototipo

Visto el analisis de un filtro paso-bajo ideal y entendidos los compromisos y
limitaciones que un disefio real comporta, vamos a hablar de las especifica-
ciones que se fijan para el disefio de un filtro digital y veremos también las
plantillas prototipo que habitualmente manejamos cuando disefiamos filtros
para la tarea de seleccionar un subconjunto de frecuencias (filtros selectivos

en frecuencia).

Figura 3. Configuracién del filtro digital a partir de los coeficientes ay

y by y comportamiento temporal (convolucién entrada por respuesta
impulsional) y frecuencial (mutiplicacién de transformada de Fourier de
la entrada por la funcién de transferencia del filtro)

x[n] yIn] = x[n] * h[n]
E— Filtro —>
X(eiw) ﬂ Y(elv) = X(e/v) H(elw)

ag, bk

En primer lugar, como se aprecia en la figura 3, conviene entender que el di-
sefio de un filtro discreto implica el disefio de sus coeficientes asociados a la
ecuacion lineal en diferencias finitas y coeficientes constantes. En funcién de
estos, el comportamiento del filtro serd uno u otro, provocando las modifica-
ciones desde los puntos de vista temporal (se produce una convolucion entre
la sefial de entrada y la respuesta impulsional del filtro) y frecuencial (se pro-
duce un producto entre la transformada de Fourier de la secuencia de entrada
y la respuesta frecuencial del filtro).

Por otro lado, no hay que perder de vista que el uso de los filtros discretos se
enmarca habitualmente en un contexto de procesado de sefiales analdgicas
(ver figura 4), mediante el uso de conversores analdgico a digital (o A/D) y
digital a analdgico (o D/A). Aunque este procesamiento puede realizarse en
diferido (es decir, la sefial muestreada se graba para ser luego procesada y, fi-
nalmente, una vez procesada se vuelve a convertir a una sefial analogica) este
es a menudo hecho en tiempo real. Esto se produce cuando tanto la sefial de
entrada como la sefial de salida no tienen una duracion fija y deben producirse
de forma simultdnea (por ejemplo, en un sistema de sonorizacién actstica la
sefial de entrada proviene de micréfonos y la de salida ird hacia los altavoces),
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lo que implica que el procesamiento debe realizarse por bloques, de modo que
cada bloque de muestras de entrada pueda ser procesado en un tiempo inferior
a la duracién del bloque.

Figura 4. Cadena de procesado en tiempo real. Comportamiento del sistema como un sistema
analdgico equivalente

o T ) I I ([0 T ()

En cualquier caso, la tarea encomendada a un filtro digital debe ser especifica-
da teniendo en cuenta la frecuencia de muestreo usada (f muestras por segun-
do o Ty=1/f segundos por muestra) en la etapa de conversion tanto analo-
gico-digital como digital-analdgica (habitualmente con la misma frecuencia
asociada). Si se analiza con detenimiento el esquema de la figura 4, y se menos-
precia el efecto de cuantificacion de la sefial en la conversioén analégico-digital,

se pueden establecer las siguientes relaciones entre las respuestas frecuenciales

del sistema discreto o filtro digital, H(eJ'“’), y el correspondiente sistema anal6-
gico equivalente formado por la cadena conversor A/D-filtro digital-conversor

D/A, Hep Aj€):

] H(ei2Ts) Q<7 /T,
Heff(]ﬂ)_[ 0 lQA>x/T,

H(e/®)=H,y /( JT%) ol < 7

Las identidades anteriores se establecen a partir del hecho de que la transfor-
mada de Fourier de una secuencia discreta, obtenida como el muestreo unifor-
me en el tiempo de una sefial analégica a T segundos por muestra, es igual a
la normalizacién en amplitud (por el factor 1/Ty) y en frecuencia (por el factor
T,) de la repeticion periodica de la transformada de Fourier de la sefial anal6-
gica de la cual esta proviene. Cuando consideramos el sistema completo, hay
que tener en cuenta que el factor de normalizaciéon de amplitud desaparece
en el proceso de reconstruccion (conversion D/A), mientras que la normaliza-
cion de frecuencias es necesaria para convertir especificaciones de un dominio
analégico a un dominio discreto.

Como se puede apreciar, el sistema analdgico equivalente tiene un compor-
tamiento en frecuencia que queda establecido por la respuesta en frecuencia
propia del filtro digital, aplicando una desnormalizacion del eje de frecuencias.

Ejemplo

Si se diseria un filtro digital paso-bajo con pulsacién de corte wC:Z radianes/muestra,
y ganancia G =2 en la banda de paso, y suponiendo que la frecuencia de muestreo de la
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seial es de f =8000 Hz, llegamos a la conclusion de que el sistema anal6gico equivalente
tendra una funcién de transferencia igual a:

Jj2 ,
HET)) Md<af, |6 A< wefs | lal<2rx1.000

H j2)= = =
eff( 0 l-d>”fs 0 LQ|>wcfs 0 12> 27 x 1.000

Es decir, la ganancia del filtro analdgico equivalente es de 2, y la frecuencia de corte es
de 1000 Hz, o en radianes por segundo Q.= wcf = 2.000z.

La definicién de especificaciones de un filtro discreto es a menudo realizada en el con-
texto de filtros selectivos en frecuencia, esto es, filtros que dejan pasar ciertas regiones de
frecuencias y rechazan el resto. En este &mbito, se definen cuatro tipos de plantillas de
especificaciones segin se requiera el disefio de filtros paso-bajo, filtros paso-alto, filtros
paso-banda y filtros rechazo-banda, tal y como se aprecia en la figura 5. Cabe recordar
que en el dominio de Fourier de las sefiales y los sistemas discretos, las frecuencias ba-
jas se hallan alrededor de la pulsacién discreta o =0 rad/muestras, mientras que las altas
frecuencias estan alrededor de w =z rad/muestra, siendo estas tltimas equivalentes a las
frecuencias analogicas centradas alrededor de f=f /2 Hz, lo que es la frecuencia de Ny-
quist. La banda de frecuencias medias estaran, por lo tanto, en el margen de frecuencias
entre estos dos conjuntos de valores.

Figura 5. Funciones de transferencia H(e/®) de las plantillas prototipo paso-bajo (izquierda
superior), paso-alto (derecha superior), paso-banda (inferior izquierda) y rechazo-banda
(inferior derecha)

1 A : 1 I
| | . ! Bandas
' ' ' . de paso
' BR | B8P | BR | \BP BR BP, (BP)
! T 7 T | >
Paso-bajo Paso-alto
E E E A E
! ! ! ' Bandas
| | | ! de rechazo
BR |BP BR BP| BR BP |BR BlP BR| BP (BR)
[ | ] > ] ] >
Paso-banda Rechazo-banda

1.3. Caracterizacion de SLIT con la TZ

Tal y como hemos visto, la respuesta de un filtro ideal (p. €j., filtro paso-bajo
con transicién abrupta y bandas de paso y atenuadas planas o constantes) es
una secuencia de duracién infinita y no causal. La implementacién de filtros
con un coste computacional finito podemos conseguirla utilizando las ecua-
ciones lineales en diferencias finitas y con coeficientes constantes. Con estas
ecuaciones y disefiando los coeficientes de forma adecuada, podemos conse-
guir realizar aproximaciones al filtro ideal con un coste computacional acota-
do.

El estudio de la transformada Z y su relacién con las ecuaciones en diferen-
cias nos servira de marco para poder analizar el comportamiento de sistemas
discretos y relacionarlo con la TESD (transformada de Fourier para secuencias
discretas). Si recordamos la expresién de una ecuacion en diferencias con coe-

ficientes constantes, tenemos la siguiente ecuacién:
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N M
Zaky[n—k]=2bkx[n—k]
k=0

k=0
Que se corresponde a la relacién entrada-salida del esquema de la figura 6.

En principio, y si no se indica lo contrario, asumiremos que el sistema es causal
y, por lo tanto, la solucion de esta ecuacion en diferencias serd una secuencia
orientada a la derecha (que vale cero para n<0). Aplicando la definicién de
la transformada Z a la ecuacién temporal, las propiedades de linealidad y de
desplazamiento temporal de esta y transformando ambas partes de la expre-

sion llegamos a la siguiente expresion:

N M
Z akY(Z)Z—k = Z ka(Z)Z_k
k=0 k=0

Trabajando sobre la expresion anterior, podemos llegar a la siguiente ecuacién

para determinar la funcién de transferencia del sistema:

> ’
bk b -
H()= Y(2) _ =i K _ °L ] Lk:l( ) _ Pz)
N e W] 0ae *
a7 a - Ve
k=0 K ¥ S

Esta expresion nos permite hacer una descripcion de la posicion de los polos
y ceros del sistema y nos permitird inferir el comportamiento del sistema en

funcién de su distribucién de polos y ceros en el dominio transformado.

Figura 6. Esquema genérico de un SLIT gobernado con una ecuacién en diferencias finitas y
coeficientes constantes

Al o AN S
I S = A 74 |
3 b1 + — aq z
b9 o<
z-1 71
[: by + - az
+ A? 61; +
b1 n A:L A:L _ an_1 '
[ +§9 EA -
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1.4. Filtros reales

Una de las condiciones habituales de disefio se centra en filtros con respuesta
impulsional real (p. €j., aplicaciones de audio digital), aunque puede trabajarse
también con filtros de aritmética compleja en el tiempo (p. €j., en aplicaciones
del mundo de las comunicaciones digitales).

Un filtro con respuesta impulsional real cumple la propiedad de simetria con-
jugada en el dominio de la TFSD. Desde la perspectiva del anélisis con la trans-
formada Z esto se traduce en la propiedad que los polos y los ceros de H(z)
tienen todos ellos sus simétricos conjugados (siempre y cuando no sean polos
o ceros reales).

+00

)= ) ok

n=—00

H(z¥) = f Hlz) " = f Hnl| = H'@)

n=—0o n=—00

Por ejemplo, la relacion anterior deja claro que si z;, es un cero del sistema,
entonces z; también lo sera, dado que el valor de la funcion de transferencia
debe de dar el mismo valor pero complejo conjugado. Lo mismo sucede para
el caso de los polos del sistema, siendo en este caso un valor infinito en lugar

de un valor nulo el que retorna la funcioén.

Es decir, para disefiar filtros con respuesta impulsional real, hemos de sacrificar
casi la mitad de los polos y los ceros al estar estos emparejados con sus simé-
tricos conjugados, de forma que reducimos el namero de grados de libertad

disponibles para cumplir unas determinadas especificaciones de disefio.

Ejemplo

Veamos primero el caso de un filtro no real. Por ejemplo, un filtro FIR con parametro

T
de ganancia G=2, ceros z;=1y zy=e/7. Su funcién de transferencia y su respuesta im-
pulsional seran:

JT JT I
H(@=21-zI1-e/F =) =2-21+ejg)r—1+ei5z2=
=2— 341+ 141 )= 1+(1,41+ 1,41j)z=2

hilnl=28ln] - (3,414 1.41)0n — 1]+ (1,41+ 1,41))éln - 2|

A continuacion, el mismo ejemplo pero afadiendo el cero simétrico conjugado de z,
como tercer cero del filtro.
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T T
Hy@)=2(1-z"1-e/gz-IX1-eJgz-D)=

JT JT
=21-z=I1—(eJF +e i) 1+7-2)=
=2(1—z=1(1=2cos(n/4)z—14+7-2) =
=2-4,8287-1+4,8287-2—27-3

hyln]=26ln] - 4,8286[n — 1]+4,8288n — 2] - 26{n - 3]

Como podemos apreciar, los coeficientes de la respuesta impulsional del segundo caso en
el que los ceros complejos tienen sus simétricos conjugados son valores reales, mientras
que en el primer caso donde no existe dicha simetria se obtienen valores complejos.

Ejemplos similares se pueden también analizar incluyendo polos (sistemas
[IR).

1.5. Filtros FIR

Si en la estructura que acabamos de ver eliminamos la realimentacion de la
salida, el sistema que se obtiene es el denominado filtro FIR (finite impulse
response), ya que si su entrada es un impulso, la salida es un ntimero limitado de
muestras no nulas. Para obtener la salida solo se utilizan valores de la entrada
actual y anteriores. Su ecuacion en diferencias es:

M
Mnl= z bxn—k]
k=0

El orden del filtro es M, es decir, el niimero de coeficientes menos 1. Si trans-

formamos esta expresion, tenemos:

M
¥(o)= z bX()- k= X(2)-(by+ b1+ byz2+ ... +byyzM)
k=0

Siendo la funcién de transferencia:

~—

H(z)=

D

M

Y

Ei) =2bk-z—k=b0+blz—1+b2z—2+ o byeM
k=0

La respuesta impulsional del filtro es directamente la secuencia ordenada de
los coeficientes del filtro:

Hnl=T.Z Y H) = bydlnl+ bdln — 11+ bydln — 2+ ... +bydln—M]

es decir, b, = Hk] para0<k<M.

Los filtros FIR son estables puesto que solo tienen ceros. Como veremos mas
adelante, los filtros FIR tienen la ventaja de que pueden tener una fase lineal,
por lo que su retardo de grupo puede ser constante. Esto querra decir que se
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pueden disefiar para que no introduzcan desfases en las diferentes frecuencias
de la sefial, lo cual serd de importancia relevante sobre todo para minimizar
la distorsion que el filtro pueda introducir en las bandas de paso. En general,
esperamos que un filtro nos permita seleccionar ciertos rangos de frecuencia,
asi como desechar otros que no nos interesan. Un aspecto que nos interesara
sera que el filtro deje la sefial lo mas intacta posible en las bandas que este
deja pasar (bandas de paso), por lo que interesa que el filtro tenga una baja
distorsion de fase. Cuanto mas lineal es la fase del filtro (fase o argumento
de la funcién de transferencia con decrecimiento lineal con la frecuencia) mas
constante serd el retardo introducido por este para las distintas frecuencias, es

decir, menor distorsién de fase.

El inconveniente que presentan es que necesitan mas coeficientes que los fil-
tros IIR (que veremos a continuacién) para cumplir caracteristicas similares.
Esto conlleva mayor tiempo de célculo y por tanto problemas en aplicaciones
a tiempo real.

1.6. Filtros IIR

El esquema completo presentado al principio de este apartado se corresponde
a un filtro IIR (infinite impulse response). Se les denomina asi porque la salida
al impulso es una secuencia ilimitada de términos no nulos. Para obtener la
salida se utilizan valores de la entrada actual y anteriores y, ademas, valores de

la salida anteriores que son almacenados en memoria y realimentados.

Los filtros IIR pueden conseguir una misma respuesta en frecuencia con un
numero mucho menor de coeficientes que los filtros FIR, con el consiguiente
ahorro de tiempo de calculo. El principal inconveniente de los filtros IIR es
que pueden llegar a ser inestables, segin la posicién de los polos. Ademads, en
general los filtros IIR tienen una fase o argumento no lineal con la frecuencia,
aspecto que provoca un retardo distinto para cada frecuencia de la sefial (dis-
torsion de fase no nula).

1.7. Interpretacion del diagrama de polos y ceros

El diagrama de polos y ceros es una representacion grafica de una funcién de
transferencia racional en el plano complejo, que nos ayudara a interpretar el
comportamiento en frecuencia del sistema y a determinar ciertas propiedades
importantes, como la estabilidad, causalidad, ROC (del inglés, region of con-

vergence, ‘region de convergencia’) y fase minima.

Veamos, en primer lugar, algunos ejemplos de SLIT (sistema lineal e invariante
en el tiempo) analizados a partir del diagrama de polos y ceros y su represen-

tacién en frecuencia.
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Ejemplo

La funcién de transferencia siguiente tiene un cero en z= —1y dos polos en z= ¥0,5/.
Existe otro cero (no explicito) en z — o, ya que el orden del filtro es 2.

_zZld+zh a1

9= (1+le—2) _22+z1

Figura 7. Diagrama de polos y ceros del ejemplo. Se indican tres puntos caracteristicos en el
circulo unidad (valor de z, valor de w asi como de frecuencia analégica equivalente)

z=j
®=n/2 rad
f=F4/4 Hz

z=elo

Imaginary Part | @ = rad

1 frsbooie
z=1
; ®=0
05 _....5. f=0 Hz
o1— >
05 [t
1 :

Real Part

Para interpretar el diagrama de polos y ceros, hay que tener presente que la circunferencia
unidad se corresponde a z= eJ®, es decir, los valores de z para los cuales la transformada Z
se corresponde a la TESD. Por tanto, desde un punto de vista de la frecuencia sera el lugar
de mayor interés. De esta forma, los ceros situados encima de la circunferencia unidad
cancelaran las frecuencias correspondientes al valor de  (fase de la variable z). Los ceros
proéximos a la circunferencia unidad tendran un efecto atenuador de las frecuencias o
angulos cercanos. En cambio, los polos cercanos al circulo unidad tendrdn un efecto
amplificador. Los polos no se pueden situar encima de la circunferencia unidad porque
generarian una inestabilidad a esa frecuencia (la salida seria infinita). Unicamente tiene
sentido disefiar sistemas con polos sobre el circulo unidad cuando se persigue conseguir
osciladores digitales, pero no cuando se persigue disefiar filtros digitales estables.
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Figura 8. Médulo de la respuesta frecuencial
2,0 [ T =1 T T T

1,8 - 1
1,6
14
12

1,0 [

[H(el)]|

0,8
06 I : ! ! = -
0,4

0,2 ; \ 4

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0

Del diagrama de polos y ceros del ejemplo podemos decir que se cancelara la
maxima alta frecuencia w =z debido al cero ubicado en esta fase del circulo
unidad, mientras que los dos polos provocardn que las frecuencias alrededor
de w=r/2 queden amplificadas. Podemos ver todo esto en el mddulo de la
respuesta frecuencial del sistema representado en la figura 8. Como se puede

observar se anula la frecuencia w =z y se realza la frecuencia w ~ /2.

Al tener los dos polos complejos con simetria conjugada se puede comprobar
que se trata de un filtro con respuesta impulsional real. Esto se puede ver tam-
bién en la ecuacion en diferencias finitas que se puede derivar de la funcién
de transferencia en el plano Z:

Yo i P (9]

= = 1
T (41 XQ = Mnl=xn—+n—2]-5)n-2]

H(z)

Al tratarse de una ecuacién temporal con coeficientes constantes reales, este
filtro generara a su salida seflales reales cuando tengamos sefiales reales en la
entrada.

Ejemplo

Se quiere disefiar un filtro causal que, si la entrada proviene de muestrear una sefial de
audio a 16.000 Hz, tenga las siguientes especificaciones:

e Elimine la componente continua y también la frecuencia analdgica de 8.000 Hz.
e Tenga un pico de maxima ganancia a la frecuencia analégica de 2.000 Hz.

Propondremos un diagrama de polos y ceros que permita implementar el filtro y, a partir

de este, determinaremos la funcién de transferencia H(z) en funcién de una ganancia
global y la posicién de los polos y los ceros. Segun las especificaciones, el diagrama de
polos y ceros tendra:

* Un cero en z=1=¢/0, ya que elimina la componente continua.

Un cero en z= — l=e/T=e¢j2 186'%%00, ya que elimina la alta frecuencia (f =8.000Hz
con Fg=16.000 muestras/s se corresponde a w = ).
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Los polos deben estar cerca de z= eiJ% (f=2.000Hz con F¢=16.000 muestras/s se co-
rresponde a w =/ 4).

Por lo tanto el diagrama de polos y ceros sera el siguiente:

Figura 9. Diagrama de polos y ceros del ejemplo

A Im[Z]

En este caso se ha dibujado también la regién de convergencia o ROC, que estard marcada
por los polos del filtro (hacia fuera, al tratarse de un filtro causal). Para que el filtro sea
estable deberemos fijar el médulo de los polos a un valor r < 1.

La funcién de transferencia resultante sera:

Y(z) (z=D)z+1) 2-1
H(Z)=W =G v AN N3 T =
XQ " (ereif Nereig)  2reiFre i 2
2
2-r2c os(z >Z+r2
Finalmente:
2_ —z2
H(p) = —==) G 1=z

22—r~\Ez+r2 - l—r-\Ez—1+r2z—2

%Comprobemos el resultado con Octave/Matlab particularizando
%G=1 y r=0,9

B=[1, 0, -11;

A=[1, -0,9*sqgrt(2), 0,81];

[H,w]=freqz (B,A,512,16000) ;

plot (w,abs (H)); xlabel ('Frecuencia (Hz)'");

zplane (B,A) ;
%$La funcidén zplane permite representar el diagrama de polos
%y ceros de un SLIT
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Figura 10. Médulo de la respuesta en frecuencia y diagrama de polos y ceros del ejemplo

12 T T T T T T T T T

0 1000 2000 3000 4000 5000 €000 7000 000 1 1

Frecencia (H2) -1 05

A continuacién se trataran brevemente los conceptos de estabilidad, causali-
dad y fase minima que hay que tener en cuenta cuando se disefia un filtro
digital.

1.7.1. Estabilidad

Recordemos que un sistema lineal e invariante es estable si su respuesta im-

pulsional es absolutamente sumable, es decir:

2 |h[n1< 00

Si intentamos expresar esta condicién en funcién de la transformada Z, pode-
mos llegar a la siguiente conclusion:

. .
D il = )l | <o0
n==00 z=1

——00

Esta condicién equivale a decir que un sistema sera estable si la region de
convergencia del sistema engloba el circulo unidad, o dicho de otro modo,
un sistema sera estable si existe su TFSD.

A la practica la condicion de estabilidad provoca, como requisito de disefio
para sistemas causales, que los polos de la funcién de transferencia estén ubi-
cados en el interior del circulo unidad, ya que la regién de convergencia queda
definida como el exterior del circulo de radio igual al médulo del polo de ma-
ximo moédulo para un sistema causal. O sea, que un sistema estable y causal
debera cumplir que todos los polos se hallen dentro del circulo unidad,
o lo que es lo mismo, que tengan mddulo menor a la unidad. Es por esto
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que los filtros FIR causales, sin polos explicitos (los implicitos se encuentran
en z=0), son siempre estables, ya que la regién de convergencia es todo el
plano Z.

1.7.2. Causalidad

Recordemos también que los sistemas causales (o no anticipativos) son aque-

llos en los que la sefial de salida en un determinado instante de tiempo, y[no],
solo depende de las muestras de la sefial de entrada evaluadas en indices de
tiempo inferiores o iguales a ny. Dicho de otra forma, sistemas en los que la
entrada siempre precede a la salida.

Un sistema serd causal o no anticipativo siempre que su respuesta impulsio-

nal cumpla Hn]=0 para n<0. Si el sistema es causal, la entrada siempre tiene
que preceder a la salida, consecuentemente, la salida a una funcién delta de
entrada tiene que darse en valores iguales o posteriores a la posicién temporal
de la sefial. La respuesta impulsional se dara en las muestras sucesivas a partir

del instante n=0.

En sistemas causales (secuencias orientadas a derecha), como hemos dicho
antes, la condicion de estabilidad implica que todos los polos estén dentro del
circulo unidad, ya que el ROC es el exterior del palo de médulo maximo.

Ejemplo
Supongamos un sistema discreto lineal e invariante con la siguiente respuesta impulsio-
nal:
Hn]= an-uin]
Su transformada Z es:
Z
HR) =727

Con la ayuda del Octave/Matlab representaremos el diagrama de polos y ceros y el mo-
dulo de la funcion de transferencia.

$Comprobemos el resultado con Octave/Matlab particularizando a = 0.9
A=[1, -0.9];

B=[1];
[H,w]l=freqgz (B,A,512,16000);
plot (w,abs (H)); xlabel ('Frecuencia (Hz)'");

zplane (B, A) ;
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Figura 11. Médulo de la respuesta en frecuencia y diagrama de polos y ceros del ejemplo
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Si nos fijamos en el diagrama de polos y ceros, observamos un polo cerca de
z=1 (direccion w=0). Por tanto el filtro se comporta como un paso-bajo. El
cero casi no tiene influencia (ninguna frecuencia se anula del todo).

Ahora vamos a interpretar la estabilidad y la causalidad. Ya hemos visto que
con un valor de a=0,9 el sistema es estable, ya que al tender su respuesta im-
pulsional a cero, la suma de sus valores en moédulo también tiende a un valor
finito. El diagrama de polos y ceros nos confirma esta propiedad ya que la ROC
contiene la circunferencia unidad. También hemos visto que el sistema es cau-
sal. La forma de la ROC (exterior a una circunferencia) también nos confirma
esta propiedad. Si, en cambio, a > 1, el sistema se convierte en inestable, al
dar una respuesta impulsional que tiende a infinito, y al no contener la ROC
el circulo unidad.

En resumen, para que un sistema sea a la vez estable y causal, todos los
polos deben estar dentro de la circunferencia unidad.

1.8. Retardo de grupo y sistemas de fase minima
Ejemplo

Consideremos un sistema que solamente introduce un retardo de ny muestras en la en-
trada:

_)/{l’l] = x{n - YZO]
Si calculamos la funcién de transferencia:

HE)=TZ{Hn} =770

H(ej®) = g=Jong
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Si distinguimos entre magnitud y fase:

| Hej®)|=1 Arg{H(ej“) = - wn

Se define el retardo de grupo como:

dArglH(eJ®)}

rg(w) == Jw

En el ejemplo se observa que el retardo de grupo define el retardo temporal en-

tre la sefial de entrada y la salida, ya que da justamente Tg(w) =ng. Obviamente,
este sistema retrasa en todas las frecuencias la misma cantidad de muestras, al
tratarse de un retardo de ny muestras. Todos los SLIT causales introducen algan
tipo de retardo, al basarse en celdas de memoria y combinaciones lineales de
versiones memorizadas de las sefiales de entrada y de salida.

En general, si un sistema tiene fase lineal tendra un retardo de grupo
constante, con lo cual, no introducira distorsion de fase, ya que todas
las frecuencias quedaran retardadas la misma cantidad de muestras.

Los sistemas FIR seran de fase lineal si la respuesta impulsional tiene una si-
metria par o impar. El retardo de fase (y de grupo) coincidira con el centro de

la simetria, como se vera en el apartado siguiente.

Los sistemas IIR no son de fase lineal. Para minimizar distorsiones debidas al
retardo de grupo no constante en este tipo de sistemas, se debe intentar que los
sistemas sean de fase minima. Un sistema es de fase minima si tanto él como
su sistema inverso son estables y causales. Por esta razon, los sistemas de fase
minima se consiguen ubicando los ceros, ademas de los polos, también dentro
del circulo unidad. Se denominan sistemas de fase minima porque al cumplir
esta condicion (ceros dentro del circulo unidad) se consigue que la curva de
evolucioén de la fase en funcién en la frecuencia tenga una dindmica minima o
mas acotada con relacion a filtros con ceros ubicados fuera del circulo unidad.
Esta propiedad hard que la distorsiéon de fase y el retardo de grupo sean lo
menores posible para este tipo de filtros.

1.9. Filtros FIR de fase lineal

Un filtro FIR de M + 1 coeficientes es de fase lineal si cumple la siguiente con-

dicion de simetria en su respuesta impulsional:

Hnl= +HM —n]

donde llamamos a la simetria par para el signo positivo mientras que decimos

que el filtro tiene simetria impar para el signo negativo.
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En la figura 12 podemos ver un ejemplo de cada tipo de simetria.

Figura 12. Condicién de simetria par (izquierda) o bien impar (derecha) en la respuesta impulsional de filtros FIR para que estos sean
filtros de fase lineal

Par Impar
h[n] =+h[M - n] h[n] =-h[M - n]

Podemos, a continuacion, ver la demostraciéon de linealidad de fase bajo esta
condicién, para un caso concreto con simetria par y M + 1 par. Basicamente se
trata de agrupar la mitad de términos de la TFSD de la respuesta impulsional
(o funcién de transferencia en frecuencia) con el objetivo de transformar los
términos exponenciales complejos en funciones seno o bien coseno. Al final,
queda una expresion donde aparece el término de fase multiplicando a una
funcioén real de la variable w, de modo que el término de fase contiene una

funcién lineal de la frecuencia.

H(el®)= Zh[n]e Jjon —

n=0
M-l M1
2 M 5 M
= z h[n]e—jmn + Z Hnle~ -jon — Z Hnle~ jon 4 z HM — kle— jwk —
n=0 M+1 n=0 M+l
M-1
M—-k=n 2
=tn_=WM - 1)/2 Z h[n]e—jwn+2 Hnje—JjoM—n) =
I’l+ = 0 n=0
M-l
2
z Hinle=ion+ e=joM z Hnle*jon = mw%z Hin (e=joxn—) + e+jotn-4) =
n=0 =0
M1
2
= e—jm% ZZ h[n]cos[w(% —n)]=e- jar% H (e/®)
n=0

donde Hr(ejw) es una funcién real de la variable w.
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Dado el resultado anterior, podemos afirmar que la fase o argumento del filtro
FIR es basicamente lineal con la frecuencia:

Arglt(ein) = — o fUm3eEAe )

El segundo término de la fase del sistema valdra O cuando H ,(ejw) tome valores
positivos, mientras que valdrd z cuando H {ei®) sea negativa. Este término no

es derivable, al presentar discontinuidades de salto cuando H r(ejw) cambia de
signo. No obstante, no interesa analizar el retardo de grupo en estos puntos
dado que son lugares donde el moédulo de la funcién de transferencia pasaria
por el valor O, y por lo tanto, anularia las frecuencias dadas.

Por lo tanto nos podemos concentrar en el primer término de la fase para

realizar el calculo del retardo de grupo del filtro:

R

M

2

Como vemos, el retardo de grupo es constante e igual al centro de simetria de
la respuesta impulsional, que recordemos tiene simetria par. Asi pues, hemos
podido comprobar coémo la simetria en la respuesta impulsional conlleva una
propiedad interesante: la no existencia de distorsion de fase o la existencia de
retardo de grupo constante.

Otro aspecto a considerar para este tipo de sistemas es la distribucién de ceros.
A partir de la condicién de simetria se puede demostrar que un filtro FIR de
fase lineal tiene los ceros aparejados:

TZ{Hnl} = H(z) = TZ{+HM — n]} = + TZ{H - (n— M)} = +zMH(z-)

Como se puede ver en la expresion anterior, cada cero tendra su correspon-
diente cero inverso, al cumplirse la condicion de simetria de la respuesta im-

pulsional.

En general, los filtros FIR con simetria en la respuesta impulsional permiten

expresar la respuesta en frecuencia del filtro como:
Hlei) = el ovtlH fei”)

donde Hr(ejw) es una funcion real, y b es una constante que vale /2 para los
filtros FIR que tienen simetria impar respecto la muestra central. De este modo,
el retardo de grupo para todos los casos es igual a M /2 muestras, es decir, el
punto central de simetria de la respuesta impulsional.
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Veamos a continuacién el resultado de los desarrollos de H r(e/w) para el resto
de casos no considerados hasta ahora, en funcién del tipo de simetria y el
numero de muestras de la respuesta impulsional del filtro:

e Simetria par y M+ 1 impar:
(M-2)

H (ej®) = h[%] + ZE h[n]cos[a)(% - n)]

n=0

e Simetria impar y M + 1 par:
MT—I
H (eJ®) = 22 h[n]sen[m(% - n)]
n=0

e Simetria impar y M + 1 impar:
(M-2)

2
o= 3 bl -] < -0

Como se puede observar, en el caso de simetria par las agrupaciones de las
exponenciales dan lugar a funciones coseno, mientras que en el caso de la
simetria impar las agrupaciones dan lugar a funciones seno. Esto tiene una
consecuencia que merece especial atencion, y es que no todas las configura-
ciones permiten el disefio de cualquier tipo de filtro discreto. A continuacioén
se detallan estas limitaciones:

e Los filtros FIR con simetria par y M + 1 par no pueden ser filtros paso-alto

ni filtros rechazo-banda, dado que Hr(ejm) =0 para w=m.

e Los filtros FIR con simetria impar y M + 1 par no pueden ser filtros pa-

so-bajo ni filtros rechazo-banda, dado que H ,(ejw) =0 para w=0.

e Los filtros FIR con simetria impar y M + 1 impar no pueden ser filtros
paso-bajo, ni filtros rechazo-banda, ni filtros paso-alto, ya que H {ei)=0

para w= {0, 77:}.

Como se puede apreciar, inicamente los filtros FIR con simetria par y namero
de coeficientes (M + 1) impar pueden utilizarse para disefiar cualquier tipo de
filtro.

1.10. Inversion de sistemas

La igualacion, ecualizacion o inversion de sistemas es un procedimiento ha-
bitual en multiples aplicaciones (p. ej., ecualizacién de canal en sistemas de
comunicaciones, acondicionamiento electro-actstico de salas, etc.). Se trata

del procedimiento para conseguir una respuesta lo mas plana posible en el do-
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minio de la frecuencia y se aplica en general a sistemas lineales e invariantes,
aunque también puede aplicarse a sistemas que tienen variaciones temporales
(p-€j., igualacién de canales en sistemas de comunicaciones méviles o sin hi-
los). Nosotros lo aplicaremos a SLIT discretos.

1.10.1. Procedimiento general

Sea un SLIT causal y estable, con funcién de transferencia H(z),

M
— 7 71
H k_](l Zkz )

Hz)=G N

1—p 71
szl( P h

con polos p, para k=1...N, ceros zx para k=1...M y ganancia G. Dado que

el sistema es causal y estable, los polos cumplirdn la condicién de estar todos

dentro del circulo unidad, es decir, kal <L Vke[l Nl

El sistema inverso se define como un sistema causal tal que H ,-(z) =H (),

I1,
1—p -1
1) k=1( PE)
11
1=z, 71
k:l( 7z D

de forma que sus polos seran z; para k= 1... M, sus ceros seran p, para k=1...N

y su ganancia serd 1/ G. De este modo, se conseguira el efecto deseado, la ecua-
lizacién de la respuesta en frecuencia del sistema que, visto en el plano com-

plejo Z, no es mas que la condicion H(H ,(z) =1

El principal problema que puede surgir es el siguiente. En el caso de que el
sistema H(z) posea algtin cero fuera del circulo unidad, esto es, lz,|> 1 para algtin
valor de k €[1, M], entonces el sistema inverso sera un sistema inestable, ya que
este poseera uno o mas polos fuera del circulo unidad. En este caso, se dice
que el sistema no es invertible en modulo y fase. La Ginica solucién pasa por
usar celdas pasa-todo con el objetivo de, al menos, invertir el médulo de la

funciéon de transferencia, como veremos en el subapartado siguiente.

1.10.2. Celdas pasa-todo e inversion de sistemas de fase no

minima

En este apartado definiremos las celdas pasa-todo y seguidamente veremos
c6mo podemos usarlas para invertir en médulo un sistema de fase no minima

(sistema con ceros fuera del circulo unidad).
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Celdas pasa-todo

A continuacién vamos a estudiar una celda pasa-todo. Luego veremos coémo
nos pueden ser de ayuda para invertir SLIT de fase no minima, es decir, siste-
mas que poseen sus ceros fuera del circulo unidad.

Una celda pasa-todo se define a partir de la siguiente funcién de transferencia:

1 .
(1—Feifz-1)
Horkd)= (o)
siendo r un valor real de médulo menor a la unidad, y 0 la fase del polo y
del cero.

Es decir, se trata de un sistema IIR de orden 1, donde polo y cero se encuentran
ubicados en la misma fase del plano z pero con modulos inversos el uno del
otro, estando el polo dentro del circulo unidad y el cero fuera (r < 1).

Para verificar que en realidad es un sistema pasa-todo, hemos de calcular el
modulo de la funcion de transferencia encima del circulo unidad:

| 1—-} effe=j 0’|
[1—rejbe—jel

lr—ej6—®)|
[1—rej(@—w) —

1 \I(r—cos(é)—m))2+sen2(9—m) _
\I(l—rcos(H—a)))2+r2sen2((-)—(u) B

|H gz = e®) | = = |

=Ir

\Ir2—2rc 08(6—wH-cos2 (O—w)Hsen2(6—w) _
JI=2rcos@-wptr2cos2 (G—wptr2sen2@-w)

Jr2—2rcos(9—())+l
= |rr1—l =!
J 1-2rcos(@—w)+r2

=]

Dado que el médulo es constante e igual ald™ 'se trata de un sistema pasa-todo.
Para normalizar el médulo de la funcién de transferencia a la unidad, podemos
redefinir la celda pasa-todo de la forma siguiente:

(1—Feifz)

Ha,tXZ) = r(l — rejGZ—l)

En cuanto al argumento de la funcién de transferencia se puede comprobar
como tiene una variacién no lineal con la pulsacién discreta w. Es decir, este
tipo de sistemas producen lo que se denomina distorsion de fase, lo cual pue-
de ser un motivo de degradacion de una sefial, especialmente en aplicaciones
donde sea importante preservar la forma de onda de ciertas sefiales (p. ej., en
aplicaciones de las comunicaciones digitales: filtros para eliminar ruidos e in-
terferencias). De hecho, esto se puede apreciar en el hecho de que la fase tiene
una respuesta no lineal (como se veré en el ejemplo del apartado siguiente),
lo cual produce un retardo de grupo no constante. Es decir, la distorsiéon de
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fase es debida al hecho de que el filtro retarda de forma distinta (un namero
de muestras diferente) cada frecuencia de la sefial de entrada, y no al hecho
de que el filtro amplifique de forma distinta estas componentes.

Inversion en moédulo de sistemas de fase no minima

Supongamos el siguiente sistema discreto:

H) = (L V(1= 0,511 = 2z 11+ 2,jz-))
~\2/(140,5¢/5 11+ 0,575 1)

Si queremos invertir este sistema podemos observar que, dado que este posee
dos ceros fuera del circulo unidad (z,=2j= 2ej% y2,==2j= Ze-j%), el sistema
inverso seria un sistema inestable, ya que los dos polos asociados a los inversos
de estos ceros no cumplirian la condicion de estabilidad, asumiendo que esta-
mos tratando con sistemas causales. Los sistemas con ceros dentro del circulo
unidad se denominan sistemas de fase minima y pueden invertirse sin ningin
tipo de problema. En este sentido, podemos decir que el sistema no es igua-
lable totalmente. No obstante, podemos realizar una igualacién en cuanto al
modulo de la funcién de transferencia multiplicando el sistema inverso por las
celdas pasa-todo que hagan estable el sistema inverso, de forma que cada celda
pasa-todo afiadida provocara un cambio en el médulo de los polos externos
al circulo unidad. Veamoslo con el ejemplo:

Ejemplo

Wiz _(140.5e/F == Y10, 5/ =b (1=2¢/5 =1 05 (H2ei5D)
a (0.5 D272 (10 502ty (H0.50/% 1)

T T
(140, SeJZrl)(HO Se—erl)
(1-0,5z—1}1-0 SeJ_z—l)(1+O 5e12 =

=0,5

De este modo, el sistema equivalente formado por la concatenacion serie del sistema ori-
ginal seguido del sistema anterior (le llamaremos sistema inverso aunque estrictamente
no lo es) es:

(1= 2jz=101+2j=-1)
T T
1-0,5¢/5 =1 1+0,5¢/5 1)

HEHG: )—(£)<

En la figura siguiente se puede apreciar como el sistema disefiado consigue igualar el mo6-
dulo de la funcién de transferencia, aunque no consigue igualar la fase. Como se puede
apreciar en la grafica inferior derecha, la fase del sistema global, formado por la concate-
nacioén serie del sistema original y el sistema disefiado, sigue una trayectoria no lineal,
hecho que constata que la fase del sistema no ha quedado igualada y que tnicamente se
ha conseguido igualar o ecualizar el médulo (figura inferior izquierda).
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Figura 13. Funciones de transferencia del sistema original (arriba), sistema inverso (en medio) y sistema global formado por la

concatenacion serie de los dos sistemas (abajo)
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2. Diseiio de filtros FIR con el método de las ventanas

El método de las ventanas es el método mas sencillo e intuitivo para disefiar
filtros FIR. Los pasos del procedimiento de disefio son los siguientes:

En primer lugar se define la respuesta en frecuencia deseada H, d(efw), que
hay que especificar dentro de un periodo, por ejemplo —z<w <.

* En segundo lugar, se calcula la respuesta impulsional del filtro ideal hfn]

calculando la TFSD inversa de la respuesta en frecuencial ideal.

Finalmente se aplica la ventana temporal win], finita y definida en el in-
tervalo de muestras 0 <n <M, adecuada para cumplir las especificaciones
de disefio planteadas inicialmente, multiplicando la respuesta impulsio-

nal anterior por la ventana escogida: h[n] = hd[n]w[n] La forma de la ventana
asi como su longitud temporal (que sera igual al nimero de coeficientes
final del filtro disefiado M + 1) seran los parametros de disefio que permi-
tirdn ajustarse a las especificaciones de disefio. La respuesta impulsional

final obtenida An| seran nada mas y nada menos que los coeficientes del
filtro FIR (tal y como vimos en el apartado “Estudio de un filtro paso-bajo

ideal”), es decir: By, = k] para 0<k<M.

En la practica, en el primer paso se definen respuestas frecuenciales ideales
formadas por pulsos rectangulares en el dominio de la frecuencia, de forma
que en el segundo paso del disefio se obtienen respuestas impulsionales ideales
formadas por combinaciones lineales de funciones sinc y deltas de Dirac en el

dominio del tiempo.

Por lo general, cuando se hace un procesamiento de sefiales reales, la funcién
de transferencia cumple la propiedad de hermeticidad (la funcién de trans-
ferencia evaluada en una frecuencia —w dard el mismo valor pero complejo
conjugado del valor de la misma funciéon de transferencia en la frecuencia
w, es decir, H(e"j®)= H¥(ei®)). Esta propiedad ya queda reflejada en las especi-
ficaciones de disefio asi como en la respuesta frecuencial ideal de partida (pa-
so 1). Ademas, las ventanas que se utilizan acostumbran a tener unas carac-
teristicas bastante peculiares y, en general, se pueden describir principalmen-
te en el dominio frecuencial mediante su TFSD (W(ejw)zTFSD{w[n]}), ya que
es ahi donde se descubren los atributos que afectaran a la calidad del disefio
final. Es frecuente que W(e/®) esté formada por un Iébulo principal centrado
en =0, seguido de l6bulos de menor amplitud ubicados a lo largo del resto
de frecuencias (y generalmente de amplitudes decrecientes a medida que nos
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acercamos a @ =r). Existen, sin embargo, ventanas con l6bulos secundarios
de amplitud constante (ventana de Hamming) u otras incluso sin 16bulos se-
cundarios (ventana paramétrica de Hanning-Poison).

El paso 3 de la fase de disefio obedece a la necesidad de conseguir un filtro con
una respuesta impulsional finita (no olvidemos que perseguimos el disefio de
un filtro FIR) asi como que este sea un sistema causal (recordad que la respuesta

impulsional de un sistema causal debe cumplir la condicién Hn]=0 paran<0).

Al realizar el paso 3 de la fase de disefio del filtro, se produce un efecto de

convolucién en el dominio de la frecuencia entre la respuesta frecuencial ideal

H d(ejw) y la transformada de Fourier de la ventana usada W(ei®) (recordad la
propiedad de ventaneo de la TFSD, que provoca la aparicién de efectos de
distorsion en la respuesta frecuencial del disefio final respecto de la ideal). Los
principales efectos de distorsiéon son:

e Apariciéon de una banda de transiciéon mas ancha (idealmente inexistente
o de anchura nula), provocada principalmente por la anchura del 16bulo
principal de la ventana usada (caracterizacion de dicha ventana en el do-

minio frecuencial W(e/®)).

e Aparicién de rizados en las bandas de paso y atenuadas (idealmente inexis-

tentes, también), provocados principalmente por el resto de los l6bulos

secundarios presentes en W(e/®).

Asi, la tinica forma de controlar los efectos de distorsién anteriores es reali-
zando una cuidadosa selecciéon de la ventana usada en el paso 3 del proceso
de diserio del filtro. Para tener unos buenos resultados en el disefio, el I6bulo
principal de la ventana tiene que ser lo més estrecho posible y debe concentrar
el maximo de energia de toda la sefial (I6bulos secundarios de baja amplitud).

Por eso se comparan, en general, dos factores importantes sobre W(e/®):

e Leakage o relacion principal a secundario: es la diferencia en dB entre
los picos del 16bulo principal y del 16bulo secundario (el segundo mas ele-
vado). Cuanto menor es el leakage mayores seran los rizados que aparece-
ran en las bandas de paso y atenuadas del filtro, con lo que, en general,
interesa maximizarlo. A mayor leakage, la energia de la ventana queda mas

confinada al 16bulo principal.

¢ Ancho del 16bulo principal: pardmetro relacionado con la resolucién lo-
grada en el disefio, referente sobre todo a las transiciones repentinas, como
es el caso de la transicién entre las bandas de paso y las bandas atenuadas.
Cuanto mayor sea su valor tendremos bandas de transicién mas anchasy,

con lo cual, mas imperfectas. Interesa, pues, minimizar su valor.
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Por lo tanto, los retos del disenno de un filtro con el método de las ventanas
persiguen tener un valor de leakage 1o mayor posible, y de un ancho de 16bulo
principal lo mas pequefio posible. También se constata que para una longitud
del filtro fija, es imposible conseguir ambos objetivos de forma simultanea, ya
que en general un factor juega en contra del otro. Por ejemplo, si analizamos
la ventana mas sencilla que podemos usar, la ventana rectangular, esta es la
que tiene un ancho de l6bulo principal menor (es la ventana maés resolutiva
en el dominio frecuencial), mientras que es también la ventana que posee un
leakage mas pequetio. Es decir, que con la ventana rectangular conseguiremos
disefios con bandas de transicién de anchura minima, mientras que las bandas
de paso y de rechazo tendran un rizado maximo. Si queremos obtener otros
disefios utilizando otras ventanas, podremos conseguir nuevos disefios con

menos rizado, pero inevitablemente con bandas de transicion mds anchas.

2.1. Analisis de algunas ventanas tipicas

Existen diferentes tipos de ventanas, y en la figura 14 se muestran algunos
ejemplos de ventanas tipicas para un valor de M =31 (es decir, con 32 coefi-

cientes).

Como se puede observar, la mayoria de ventanas persiguen balancear mejor el
compromiso entre leakage y anchura del 16bulo principal a través de un sua-
vizado de las transiciones inicial y final de la sefial temporal. En la ventana
rectangular estas transiciones son muy abruptas, lo que provoca la apariciéon
de mucha energia de alta frecuencia (leakage es, pues, mas pequefio) mientras
que en las otras ventanas que se muestran, estas transiciones son mds suaves,
de forma que el lekage queda ampliado significativamente. Las ventanas Ham-
ming y Gaussiana atin conservan un poco de discontinuidad al inicio y al fi-
nal de las seflales temporales (no empiezan o acaban en cero) hecho que pro-
voca un leakage no tan bueno (o grande). En cambio, las ventanas Hanning
o Blackman consiguen ampliar el leakage de forma muy significativa al tran-
sicionar temporalmente desde y hacia valores cercanos a cero. Por otro lado,
estas dos ventanas son las que tienen una energia temporal mas localizada o
concentrada alrededor de la mitad temporal, hecho que provoca que el 16bulo
principal en estos dos casos sea significativamente mayor que en los otros v,
muy especialmente, si se compara respecto el 16bulo principal de la ventana
rectangular.
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Figura 14. Forma temporal (izquierda) y médulo de la transformada de Fourier o TFSD (derecha) de algunas ventanas tipicas,
todas ellas de 32 muestras (M = 31). El médulo de la transformada de Fourier se representa en dB, realizando el 20 logaritmo en
base 10 de la funcién médulo
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2.2. Ejemplo de disefio

Vamos a ver un ejemplo de disefio de filtro paso-bajo discreto con el método de
las ventanas. Seguiremos los pasos del disefio explicados al inicio del apartado
2.

1) Paso 1: La forma del filtro ideal en el dominio frecuencial serd un pulso
rectangular centrado en w =0, de amplitud igual a la ganancia del filtro en la
banda de paso que denominaremos G y valdra la unidad en este ejemplo, y
de anchura relacionada con la frecuencia de corte del filtro que llamaremos
w,y valdra z/4. Veamos la respuesta frecuencial ideal, que la podemos definir
analiticamente como:

H (eio) G lbl<w.<n
e. =
=0 we<lot<r

Esto permitiria, por ejemplo, generar un filtro discreto capaz de eliminar las
frecuencias por encima de 1 KHz si trabajamos con sefiales muestreadas a 8
KHz.

2) Paso 2: Calculamos la respuesta impulsional ideal:

- —we TWc
1 o 1 ; L Gelon
hfn]= E/Hd(elw)elw”dw = Tﬂ/GeJm”dw =5 | =
+ +we o
C
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Como vemos este filtro tiene una respuesta impulsional infinita, ya que es una
funcioén sinc discreta, con el maximo ubicado en n=0Yy con un decrecimiento

. 1 . . .
a razon de 7 para valores crecientes o bien decrecientes de n. El proceso de

ventaneo provocard la finitud de la respuesta impulsional del filtro, pero es

importante darse cuenta de que el retardo de grupo de este filtro es rg(w) =0,
ya que se trata de un filtro con simetria par respecto de este punto del eje de
muestras. Esto también se observa al ser la respuesta frecuencial real, con lo
que la fase del filtro es nula. Entonces, estd claro que si truncamos luego la
respuesta impulsional al intervalo de muestras 0 <n<M estaremos también
truncando la simetria par del filtro, y dejaremos de tener un filtro de fase li-
neal. Como vimos en el subapartado 1.9, los filtros FIR de fase lineal tienen un
retardo de grupo igual a M /2, que coincide con el centro de simetria del filtro
en el dominio temporal. En general, con el método de las ventanas consegui-
remos siempre filtros de fase lineal, y con simetria par. Para conseguir esto, es
necesario introducir el término de fase lineal del filtro en la definicién de la

funcién de transferencia, es decir:

.M
H (i) = [Gﬁw? ol <w <
0 w <lol <7

De este modo, si volvemos a calcular la respuesta impulsional:

+we o

Gefm(n-%){

1 M 1
hd[n] =357 Ge-jos eldp = LT i
" e 7 jn-%)

Bl

)

et

Ahora tenemos la respuesta impulsional centrada en el centro de simetria de
la sefial una vez se haya procedido a realizar el proceso de ventaneado. Este
proceso se puede realizar como un sencillo desplazamiento temporal, pero
Unicamente cuando el valor de M es par, por lo que la expresién analitica

calculada es de mayor interés para filtros de cualquier nimero de coeficientes.

3) Paso 3: Aplicamos la ventana Hn]= hd[n]w[n] En la figura 15 se puede obser-
var el moédulo de la respuesta frecuencial de cinco filtros FIR obtenidos me-
diante la aplicacién de las cinco ventanas distintas analizadas en el apartado
anterior, y con un valor del pardmetro M =31. Como vimos en el subapartado
2.1, laventana rectangular es la mas resolutiva (16bulo principal mas estrecho),
lo que provoca una banda de transicion entre la banda de paso y la atenuada
mas estrecha. No obstante, con la ventana rectangular también se observa un
mayor rizado en las bandas de paso y atenuada (especialmente esto se observa
mejor en la banda atenuada, ya que los 16bulos que se observan provocan un
rechazo mas bajo al tener una amplitud mayor). En el otro extremo tenemos

el filtro que se obtiene con la ventana Blackman, que posee un rizado mucho

Ved también

Recordemos que el retardo de
grupo se define como la deri-
vada de la fase respecto de la
pulsacién discreta cambiada
de signo.
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menor pero una banda de transicion mucho més ancha. Con el resto de ven-
tanas se obtienen compromisos, entre anchura de banda de transicién y riza-
dos en las bandas de paso y atenuada, més equilibrados.

Figura 15. Ejemplo de disefio de un filtro paso-bajo con frecuencia de corte a w= /4y
ganancia en la banda de paso G = 1. Se representa el médulo de la respuesta frecuencial
usando cinco ventanas distintas, y el médulo se expresa en dB realizando G(w) = 20

Iog10IH(ei“’). El eje frecuencial esta en Hz, suponiendo una frecuencia de muestreo de 8 kHz
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Generalmente, en el momento de realizar el disefio de un filtro FIR con este
método hay que comprobar el resultado de la respuesta frecuencial utilizando
diferentes ventanas, de forma que el disefiador comprueba cudl de los resulta-
dos es el més adecuado para la aplicacién en concreto. Aunque este método
de prueba y error no siempre da con el mejor resultado.

Ejemplo

Disefio de un filtro paso-bajo FIR de fase lineal con el método de las ventanas que cumpla
las siguientes especificaciones en forma de plantilla:

Figura 16. Plantilla de especificaciones del filtro del
ejemplo

4 |Ha(elo)|

0 0,47 0,6 @

Utilizaremos la funcién de Octave/Matlab £irl.m para conseguir la respuesta impulsio-
nal del filtro deseado. Esta funcién implementa el método de las ventanas. Se le pasa el
numero de coeficientes del filtro, el tipo de filtro (paso-alto, etc.), la frecuencia de corte y
el tipo de ventana. Por defecto, se refiere a un filtro paso-bajo con una ventana Hamming.

Por el método de prueba y error, llamamos a la funcién firl con un barrido del para-
metro M (nimero de coeficientes menos uno) de 10 a 20, incrementandolo de dos en
dos. El codigo utilizado, con 21 coeficientes, es:

%Disefio de un filtro FIR con el método de las ventanas
%y con una ventana Hamming
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B=firl(20,0,5); %21 coeficientes, y frecuencia de corte o c = pi/2
[H,w]l=freqz (B,1); %Ca&lculo de la respuesta frecuencial del filtro
plot (w/pi,abs (H)); %$Dibujo de la respuesta frecuencial

El resultado del analisis es el que se muestra en la figura 17, donde se han probado y
superpuesto las graficas correspondientes a los diferentes 6rdenes especificados antes.

Figura 17. Respuesta frecuencial de los disefios de filtro FIR con el método de las ventanas y
con una ventana Hamming para los diferentes ordenes analizados
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Se observa que a medida que aumentamos el nimero de coeficientes el filtro se aproxi-
ma mas al ideal, consiguiéndose cumplir las especificaciones de la plantilla con 20 coe-
ficientes.

Si probamos con una ventana rectangular aparece un mayor rizado en la banda de pa-
so. Las especificaciones de la plantilla se cumplen, en este caso, con un minimo de 18
coeficientes.

%Disefio de un filtro FIR con el método de las ventanas

%y con una ventana Rectangular

B=firl1(18,0,5,0ones(1,19)) ;%19 coeficientes, y frecuencia de corte
$ wc=pi/2

[H,wl=freqz (B,1); %C&lculo de la respuesta frecuencial del filtro
figure;stem(B) %$Visualizamos la respuesta impulsional

figure;plot (w/pi,abs (H)); %$Dibujo de la respuesta frecuencial

xlabel ('Frecuencia angular normalizada (*pi rad)');
figure; [G,w] = grpdelay(B); plot(w,G); %$Dibujo del retardo de grupo
xlabel ('Frecuencia angular normalizada (*\pi rad)');

En este caso obtenemos las siguientes graficas tanto en el dominio frecuencial como en
el temporal (ver figura 18).
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Fi%ura 18. Respuesta impulsional (izquierda arriba), médulo de la respuesta frecuencial (derecha arriba), y retardo de grupo
(abajo) del filtro FIR disefiado con el método de las ventanas, utilizando una ventana rectangular, para un orden de 18 (19
coeficientes)
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Como se puede observar, se trata de una funcién sinc ventaneada con un pul-
so rectangular. Como también se aprecia, el filtro tiene un retardo de grupo

: M
constante e igual a 5~ =5 =

2.3. Método de la ventana Kaiser

En ciertas aplicaciones resulta conveniente ajustar bien estas caracteristicas ya
que influyen en el resultado de la respuesta frecuencial del disefio. Por este
motivo, Kaiser estudio6 el uso de una nueva ventana que tiene la caracteristica
diferencial respecto de las ya vistas hasta ahora, que, ademas de depender del
pardmetro M (duracion - 1), también depende de un pardmetro que permite
ajustar de forma adecuada la relacién entre ambas caracteristicas fundamen-
tales (ancho del 16bulo principal frente a leakage), obteniendo un abanico de
posibilidades mucho mayor.

La ventana Kaiser se define a partir de la funciéon de Bessel modificada de
orden cero y de primera especie:

A

wMﬁ[n]= Io[ﬂ] p>0 y 0<nM

donde f es un valor real positivo asociado a la forma de la ventana.



CC-BY-NC-ND o PID_00175661 37 Disefio de filtros discretos

En la figura 19 se puede observar la forma temporal y frecuencial de esta ven-
tana para distintos valores del pardmetro f y para un valor de M =100. Ob-
sérvese que para =0 la ventana Kaiser se reduce a una ventana rectangular
(mas resolutiva pero con leakage bajo), mientras que valores positivos crecien-
tes producen un abanico de ventanas con l6bulo principal cada vez mdas ancho
pero con leakage cada vez méas 6ptimo. En definitiva, el valor de 3 sera crucial
para conseguir un disefio especifico, al igual que también lo es el pardmetro
M (aunque este afecta tnicamente a la anchura del 16bulo principal).

Figura 19. Forma temporal (izquierda) y frecuencial (derecha, se representa el médulo en dB) de la ventana Kaiser para diferentes
valores del parametro gy con 100 coeficientes
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Kaiser hizo un estudio de los valores 6ptimos de los parametros M y f para
alcanzar una determinada calidad en el disefio final. El estudio se centr6 en el
caso de un filtro prototipo paso-bajo. Los parametros que definen la calidad
del disefio son:

e Flrizado en las bandas atenuadas y de paso & (expresado en lineal).
¢ FEl ancho de banda de la transicion Aw (en pulsacion discreta).

Las expresiones de disefio con el método de la ventana Kaiser son las siguien-

tes:

0,1102(A—38,7) A>50
0,4
$=10,5842(A-21) "~ +0,07886(A—21) 21<A<50
0,0 A<21
A-8
M=757%570

siendo, A= — 2010g1 06 el rizado expresado en dB, Aw = w,;— wp,w; la pulsacion

mayor de la banda de paso dondel H(e/®) |> 1— 68, y @ la pulsacién menor de la

banda atenuada donde | H(ef“J) |< é. El valor de M obtenido debera ser redon-
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deado al menor entero mayor o igual al valor calculado (funcién ceil.m de
Octave/Matlab), dado que el resultado especifica un orden minimo para satis-
facer las condiciones de disefio. La frecuencia de corte del filtro se considera

como:

s+ wp
@e=T7

En la figura 20 se pueden ver graficamente las especificaciones de disefio que
representan los pardmetros w;, wp y 6. Como se puede apreciar, con el método
de diserfio de filtros FIR de las ventanas se obtienen filtros con rizado simétrico
(en lineal), es decir, la amplitud de rizado es la misma en la banda de paso que
en la banda atenuada.

Figura 20. Ejemplo de especificaciones de disefio para el método de la
ventana Kaiser

| H(e)]

Ejemplo
Se requiere realizar el siguiente disefio:

¢ Filtro paso-bajo que elimine todas las frecuencias por encima de 10 kHz, con una
atenuacion minima de 28 dB.

e Que presente una ganancia de 2 dB en la continua.

* Que la ganancia sea mayor de 1 dB, por debajo de 7 kHz.

e Frecuencia de muestreo de 44.100 muestras por segundo.

Cuando la ganancia del filtro no es la unidad, el rizado del filtro 6 se debe
normalizar respecto esta ganancia, al ser la ganancia un parametro que acaba
multiplicando a toda la funcién. En la figura 21 se puede ver la plantilla de
especificaciones del filtro paso-bajo donde el pardmetro de rizado en las ban-
das de paso y atenuada esta referido al pardmetro de ganancia G del filtro.
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Figura 21. Plantilla de especificaciones del filtro paso-bajo normalizada a la
ganancia del filtro
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Las especificaciones pueden dar requerimientos de rizado asimétricas, como
es este caso. Calculamos en primer lugar el pardmetro de ganancia, asi como
los rizados en las bandas de paso y atenuada que indican las especificaciones:

¢ Ganancia (conversion de dB a lineal):

2
G=1020 =1,2589

e Rizado maximo en la banda de paso:

6(1-5) =10 = 8,=0,1087

e Rizado maximo en la banda atenuada:

28
G5, =10"20 > 5,=0,0316

Por lo tanto, como sabemos que los filtros FIR disefiados con el método de las
ventanas tienen rizados simétricos, escogemos como rizado méaximo el valor

mas restrictivo (o menor):

5=min(5,, 5,)=0,0316

e (Calculamos las frecuencias limite de las bandas de paso y atenuada a partir
de las especificaciones dadas:

7.000
wp=21 X 34.100 = 0,9973 rad

10.000
a)s=2ﬂ'>< 44.100 = 1,4248 rad

e Frecuencia de corte:

ws+

0e="5"L 12110 (=8.500 Hz)

e (Calculamos:

A= —20log, (5)= —20log, (0,0316)=30 dB
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Aw=w;—wp=0,4274

Realizamos el disefio de los pardmetros del filtro:

0,4
21<A=30<50 = f=0,5842(A-21) +0,07886(A—21)=2,1166

A8 30-8
M=57585 70 = TR X 0.4TE =222 = M=23

Figura 22. Disefio de filtro FIR paso-bajo con el método de la ventana Kaiser: respuesta impulsional con ventana rectangular y final
(arriba a la izquierda), ventana Kaiser (arriba derecha), y médulo de la respuesta frecuencial con ventana rectangular y final en dB
(en medio y abajo con mayor resolucién)
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Obtenemos la respuesta impulsional ideal del filtro:

sen[a)c(n—M)] _,sen[l,le(n— 11,5)]
hn)= GT%)Z = 04007

La respuesta impulsional final del disefio sera:

Hn]=kaiser = 1166m=2dn]- h fn]

En la figura 22 se puede observar el resultado del disefio realizado. Se com-  ®se entiende por atenuacién del

para el diseflo con la ventana Kaiser respecto del disefio que se obtiene con

filtro el inverso de la ganancia, que
en dB se traduce en la ganancia

una ventana rectangular. Como se puede observar, el uso de la ventana Kaiser =~ cambiada de signo.

permite satisfacer los requerimientos de disefio del enunciado. Por ejemplo,
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el requerimiento de que elimine todas las frecuencias por encima de 10 kHz,
con una atenuaciéon minima de 28 dB, se traduce a una pulsacion discreta de
ws=1,4248 rad/muestra. En el caso del disefio con ventana rectangular, por

encima de esta pulsacién se observa una atenuacién® que tiene el valor mini-
mo de unos 18 dB, lo que no cumple la especificacién. En cambio, el disefio
con la ventana Kaiser disefiada si que cumple la condicién, al tener una ga-
nancia que estd por debajo de -28 dB.

Para acabar, comentar que el método de disefio se podria aplicar también al
disefio de filtros paso-alto. Al tratarse de filtros FIR, podemos obtener un fil-
tro paso-alto a partir de un disefio paso-bajo sencillamente multiplicando la

respuesta impulsional del filtro por (- l)n = eJm, Recordemos que esto produce
un desplazamiento frecuencial de = radianes en la TFSD, lo que provocara que
la banda de paso, inicialmente ubicada en la baja frecuencia, pase a estar ubi-
cada alrededor de la maxima alta frecuencia discreta. Asi pues, a partir de unas
especificaciones de disefio de un filtro paso-alto, primero deberfamos traducir
estas especificaciones al equivalente paso-bajo (traslacion mencionada, pero
inversa), disefiar el filtro paso-bajo segin el procedimiento estudiado, y final-
mente multiplicar la respuesta impulsional obtenida del filtro paso-bajo por
la exponencial indicada.



CC-BY-NC-ND e PID_00175661 42 Disefio de filtros discretos

3. Diseiio de filtros IIR a partir de filtros analdgicos

En este apartado estudiaremos las técnicas de disefio de filtros de tiempo dis-
creto, que aprovechan las técnicas de disefio de filtros analégicos para obtener
diseflos que pueden ser implementados como filtros digitales, basados en la

ecuacion en diferencias finitas y coeficientes constantes.
3.1. Diseiio analogico frente a diseiio discreto

Igual que en el dominio discreto, en el ambito de los filtros analdgicos se dis-
pone de una herramienta de analisis para posicionar polos y ceros: la trans-
formada de Laplace (TL) H(s) de una sefial analdgica h(t). A continuacién
destacamos las relaciones entre la herramienta de representacion y disefio pa-
ra filtros analogicos (TL) asi como la correspondiente herramienta pero para
representar y disefiar filtros de tiempo discreto (TZ) y sus respectivas relaciones

con el correspondiente dominio de representacion en la frecuencia:

® Relacién entre la TFSD y la TZ: la TFSD de una secuencia h[n], H(ei“’), es la
particularizacién de la TZ, H(z), en el circulo unidad, esto es, en el circulo
de radio 1 centrado en z = 0 y cuya posiciéon queda fijada por el valor de
la pulsacién discreta de analisis w:

H(z)= ﬁh[n] " ze€C = H(e/?)=H()

— =e]®
e Relacién entre la TF y la TL: la TF de una sefial analdgica h(t), H(j(2), es la
particularizacién de la TL, H(s), en el eje de valores complejos, esto es, parte

real nula y parte imaginaria igual a la pulsacién analégica de analisis (2:

H(s)= 70h(t) esidt seC = H(jQ)=THo)} = H(s) _ o

También podemos entender que la TL es la generalizacion de la TF a un plano
complejo de variable compleja s = ¢ + j2. De igual modo, podemos ver la
TF como la particularizacién de la TL en el eje imaginario, o sea, s = jQ2 (o

o= Re{s} =0).

Dado un SLIT analégico con respuesta impulsional A(t) y funcién de transfe-
rencia H(j(2), su funcién de transferencia en el dominio de s se puede expresar

(generalmente) en forma de cociente de polinomios de s, es decir:
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>pe
Hy=24 5
Zaksk

Als
k=0

Usando la propiedad de derivacion de la transformada de Laplace siguiente:

Ohxe) - LW,

dar <> X(S)

el sistema anterior se puede expresar con la ecuacion en diferencial siguiente:

N M
d*\1) d*x(t)
Gk =/ P ak

=0 =0

La expresion de la funcién de transferencia se puede rescribir a partir de la
factorizacién de las raices de los polinomios numerador y denominador de

H(s), llegando a la siguiente expresion:

donde z" son los ceros de H(s), que anulan la funcién de transferencia

y px* son los polos de H(s), que hacen infinita la funcion de transferencia.

La funcién H(s) se puede descomponer en fracciones simples para hallar la
respuesta impulsional h(f) del sistema anal6gico a partir de transformadas de
Laplace conocidas y sencillas. No vamos aqui a repasar los métodos para ha-
llar esta respuesta temporal, pero si vamos a recordar brevemente las transfor-
madas bésicas que permiten entender las condiciones de estabilidad de un
sistema analdgico, puesto que estas condiciones seran requisito de disefio im-
prescindibles para obtener sistemas discretos utiles. La siguientes relaciones
entre sefiales y sus respectivas transformadas de Laplace son las asociadas a un
polo simple real, asi como a un par de polos complejos conjugados, ambos
casos habituales que aparecen en las expansiones en fracciones simples para
la obtencion de la respuesta impulsional de un filtro analégico a partir de su
funcién de transferencia H(s) :

1) Caso I. Polo simple real
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donde p = ¢ es un polo simple real en el plano

2) Caso II. Par de polos complejos conjugados

) TL S_0 —— Re[p]
evtcos( Qede) <> (s=(o+jQ)s—(o—jay) ~ (s—pls—p»

donde p = ¢ + j2y son polos complejos conjugados en el plano s.

A la vista de los dos ejemplos anteriores, podemos observar que en el caso de
que los polos se hallen en el semiplano izquierdo, esto es, la parte real de los
polos sea negativa, tendremos respuestas impulsionales que tienden a cero a
medida que el tiempo tiende a infinito (ver ejemplos de la figura 23).

Figura 23. Ejemplos de respuestas impulsionales asociadas a un par de polos
complejos conjugados de valores p = 0 + 2077, para diferentes valores de

R = 0. Unicamente en el caso en que o > 0 se obtiene una respuesta
inestable, esto es, que no tiende a 0 a medida que el tiempo aumenta

T T T I I T T I I

2.5}

=05 |
ol :

1.5F-

Si esto se entiende para fracciones simples como estas (polos con multiplici-
dad unitaria, o no repetidos), lo mismo sucede para fracciones simples mas
complejas. Por ejemplo, en el caso de que el sistema posea un polo real s=o¢

dF
de multiplicidad 2, aplicando la propiedad de la TL, - f(¢) L dfvS) podemos

llegar a la conclusion de que se cumplira la relacion siguiente:

1
(s + 0)2

%teﬂ 7 u(t) Z£>

En el caso de que el sistema anal6gico posea mas de un polo, cada uno aportara
un término en el célculo de la respuesta impulsional. Para que esta se corres-

ponda con un sistema estable, cada polo debera aportar un término que tienda
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a 0 con el tiempo. Asi pues, la condicion de estabilidad para los sistemas
analoégicos es la siguiente: la parte real de todos los polos debe ser negativa, o
estos deben hallarse en el semiplano izquierdo del plano complejo s:

Re[p2]<0 Vk

En la figura 24 se puede apreciar una comparativa de las zonas donde deben
situarse los polos, tanto desde la perspectiva del disefio de sistemas discretos
con la TZ como en el disefio de sistemas analégicos con la TL. En el primer
caso, los polos deben situarse dentro del circulo unidad, mientras que para el
segundo caso, estos deben estar en el semiplano izquierdo del plano s.

Figura 24. Representacion de las regiones donde deben situarse los polos, tanto en el ambito
del disefio de sistemas de tiempo discreto con la TZ (parte izquierda) como en el ambito del
disefio de los filtros analégicos con la TL (parte derecha)

Dominio discreto Dominio analdgico
Im[z] = |z|]sen(w) Im[z] =Q
A
-, -1y N H Q Q
RN (i)
1 Pt Re[s] = o
t : : T > >
\ X 1 Re[z] = |z|cos(w)
@ oO|X 7 X
Helw)y S22 O O
O X
Plano z Plano s

En el proceso de disefio de filtros analédgicos, el posicionamiento de los polos y
de los ceros en el momento del disefio debe seguir las siguientes leyes: la parte
imaginaria marcard la frecuencia donde se notara su efecto, mientras que la
parte real marcara la intensidad de este efecto. Por ejemplo, un par de ceros
ubicados en las posiciones s = + j€2, cancelard totalmente la pulsacion 2=,
rad/s, mientras que si la parte real de ambos polos no es cero, la cancelacién no
serd total y menor sera el efecto de reduccion de intensidad de la sefial cuanto
mayor sea el médulo de la parte real de los ceros.

El proceso de disefio de filtros digitales a partir de disefios de filtros analégicos
se basa en aprovechar un disefio anal6égico para convertirlo en un correspon-
diente disefio digital. En general, podemos resumir los pasos a realizar en los
siguientes puntos:

1) Disefiar los polos y ceros del filtro analdgico y calcular la funcion de trans-
ferencia y/o su respuesta impulsional:

Lz > H(s), )
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2) Convertir el disefio analogico a discreto mediante transformaciones del ti-
po:

e Obtencién de la respuesta impulsional del sistema discreto a partir de la

respuesta impulsional del sistema analogico: Hn]= T{h(t)}
e Obtencién de la funcién de transferencia del sistema discreto a partir de

la funcién de transferencia del sistema analogico: H(z)=T{H(s)}.

Dentro de las posibilidades para obtener un disefio de un filtro discreto a partir
de un disefio analdgico, tenemos las siguientes técnicas:

e Aproximacién por derivadas

e Invariancia impulsional (muestreo de la h(t))
¢ Transformacién bilineal

e Matched Z-transform

De las posibles técnicas, centraremos el estudio sobre el método de la transfor-
macion bilineal, por ser el método mas cominmente aplicado en el proceso

de disefio de filtros digitales.
3.2. Transformacion bilineal

Las principales ventajas de este método de transformacion de un disefio anal6-
gico a un filtro discreto, respecto del método basado en la invariancia impul-
sional, es la posibilidad de realizar el disefio a partir de cualquier tipo de filtro
analégico, ya sea un filtro de ancho de banda limitado (paso-bajo, paso-banda)
o de ancho de banda ilimitado (paso-alto o rechazo-banda), asi como el poder
realizar la conversion de forma directa a partir de la funcién de transferencia

en el plano de la transformada de Laplace.

La transformacioén bilineal se basa en mapear la parte imaginaria de la varia-
ble s encima del circulo unidad del plano z. Todos los puntos del semiplano
izquierdo de s quedan mapeados dentro del circulo unidad de z (zona de es-
tabilidad para posicionar los polos del sistema), mientras que los puntos de
semiplano derecho quedaran fuera del circulo unidad.

A continuacién se indica la ecuaciéon de mapeo, que en este caso se aplica
de forma directa para obtener el disefio discreto a partir del disefio original
analégico:

s=10=F(F5)  HD=HO

N

Ved también

En el apartado 1) del anexo se
puede consultar la técnica de
mapeo basada en la invarian-
cia impulsional como exten-
sién al estudio basico. Se pue-
de apreciar que esta técnica, a
diferencia del método basado
en la transformacion bilineal,
tiene como principal inconve-
niente la imposibilidad de con-
seguir obtener filtros discre-
tos de tipo paso-alto o elimi-
na-banda por tratarse de filtros
cuyos equivalentes analégicos
son de banda ilimitada.
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3.2.1. Estudio del mapeo entre los planos s y z y en los dominios
de la frecuencia analdgico y discreto

A continuacion desarrollamos brevemente la relacion del mapeo anterior para

investigar sus consecuencias:

2 Z—l)_L(refw—l)_ .
S_TS(Z‘Fl T Ti\reio+1 _U+JQ

Desarrollando la parte izquierda de la expresién anterior en parte real y parte
imaginaria, se llega a las siguientes igualdades:

_L( r2—1 ) Q_A( 2rsenw )
C=T\1+ r2+ 2rcosw T T \14r24 2rcosw

Podemos analizar los siguientes casos:

e Sir<l1=0<0

e Sir>1=0>0
Entonces, es cierto que el semiplano izquierdo de s mapea en el interior del

circulo de radio 1 en z y viceversa. Ahora estudiamos un caso particular, para
investigar mejor el mapeo que existe en el dominio frecuencial:

Casor=1 :>0=OyQ=T%(M)=T%taﬂ(%)

1+ cosw

o de forma equivalente, también:

=)
w = 2arcotan| 5

El mapeo entre las pulsaciones de los dmbitos analdgico y discreto es, por lo Ved también

tanto, un mapeo no lineal que podemos representar (ver figura 25), lo que

.. . . L . Podéis ver la invariancia impul-
provoca una compactacion de todo el rango de posibles pulsaciones analdgicas sional en el anexo.

Qen el rango de un periodo de la pulsacién discreta o que va de [ -z, + 7] (en
la figura se observan dos asintotas horizontales en estos valores de pulsacién
discreta). Esto permite afirmar que la transtormacion bilineal, a diferencia del
método basado en la invariancia impulsional, no provoca aliasing frecuencial,
lo que no limita el uso de filtros analégicos de ancho de banda infinito como
es el caso de los filtros paso-alto o bien rechazo-banda. Se puede apreciar como

en este mapeo existe una zona de alta compactacién a partir sobre todo de

las pulsaciones analégicas > 3,5/ T,, mientras que para valores < 1/Ty el

mapeo es aproximadamente lineal.
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Figura 25. Mapeo no lineal asociado a la transformacién bilineal

w =2 arcotan (QT4/2)

o 4

-15 -10 -5 0 5 10 15
QT

3.2.2. Eleccion del parametro T; y transformacion de

especificaciones

El valor del pardmetro T de la transformacioén bilineal, a pesar de estar relacio-
nado con una hipotética frecuencia de muestreo, es en realidad un valor que
puede ser ajustado de forma directa usando alguno de los métodos siguientes:

1) Usando una relacién entre pulsaciones analédgica y discreta deseadas. En
este caso, sencillamente se escoge el valor de T que satisface la relacién no
lineal del mapeo estudiado, es decir:

siendo £ y g las pulsaciones analdgica y discreta que se quiere mapear, res-

pectivamente.

2) Partiendo de las Wy pulsaciones discretas especificadas en los requerimien-
tos del filtro discreto a disefiar w; para i €[1, ...,Wp], fijamos el pardmetro a un
valor positivo arbitrario y no nulo (p. ej., Ts=1) a partir del cual obtenemos
las pulsaciones analdgicas asociadas a los requerimientos de disefio del filtro

analogico £; (para i€ [1, ...,WR]) usando la ecuacién de transformacion:

Q=73 1<i<Wp

A este proceso se le llama frequency prewarping (que se puede traducir como

pre-enroscamiento de frecuencias).

Tanto si se usa uno u otro método, en ambos casos se debe realizar el mapeo
de las pulsaciones de corte de las especificaciones (seran pulsaciones asociadas
a inicios o finales de bandas de paso o bien de rechazo, en cualquier caso)
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usando la anterior ecuacion, de forma que una vez realizado el disefio del
filtro analdgico prototipo, realizando el mapeo asociado a la transformacién
bilineal se obtendra el filtro discreto que cumpla con los requisitos de disefio
planteados.

Ejemplo

Disefiar un filtro digital paso-bajo con una frecuencia de corte w. = 0,27 (a -3 dB de ga-
nancia respecto la ganancia del filtro a @ =0, que es de 0 dB) a partir de un filtro analégico
también paso-bajo con un solo polo.

Partimos de la funcién de transferencia del filtro analégico (que supuestamente nos la
dan):

0,
ndo =5

donde Q. es la pulsacién analdgica de corte (de -3 dB s) del filtro analégico.

A partir del mapeo de frecuencias de la transformacién bilineal podemos expresar:

2 @ 2 0,65
Q= Tstan(TC) = Ts Lan(O, lﬂ) = Ts

Por lo tanto, podemos rescribir la funcién de transferencia del filtro analdégico como
sigue:

0,65/ Ty

Hels)=
o) 5+0,65/ T

Aplicamos, a continuacién, la transformacién bilineal, realizando el correspondiente
cambio de variable:

2 (l—z-l))_ 0,65/ T 0,245(1+z-1)
2

- Ts(%)"'oﬁslTs = 1-0,509z-1

Como se puede apreciar, al haber usado la ecuacién del mapeo de frecuencias
de la transformacion bilineal para especificar la frecuencia de corte del filtro
analégico a partir de la especificacién dada en el dominio discreto, antes de
aplicar la ecuacién de mapeo en los dominios de s a z, el pardmetro Ty desapa-
rece, lo cual indica que su valor es poco relevante (siempre que este no sea

cero) para el proceso de disefio en si.

La funcién de transferencia en el dominio frecuencial queda:

0,245(14 e

H(el®)= =000

Se puede comprobar que cumple:

[Hei™),_y=1
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i), g 5= f =0.707,

olo que expresado en dB es |G(w)w=O = 2010(0’10|H(ej“’)|w_0 2 =20log | % ~ -3
’ 7 2

Ejemplo

Disefiar un filtro digital paso-alto de Chevishev tipo I con una pulsacién de corte w, = 0,27
a partir de un filtro analdgico también paso-alto y del mismo tipo pero con una pulsacién
de corte 2,=0,2z rad/s.

En este segundo ejemplo, veremos tinicamente las graficas de las funciones de transferen-
cia, ya que se trata de filtros atin no estudiados en la teoria. En la figura 26 vemos los dia-
gramas de polos y ceros asi como las ganancias en dB de los disefios tanto anal6gico como
el correspondiente disefio discreto final obtenido. Como se puede apreciar, por encima
de aproximadamente la frecuencia 10 Hz, el filtro analégico (gréficas de la parte superior
de la figura) deja pasar sefial con una ganancia que es casi la unidad y con un rizado tipico
de este tipo de filtros (en este caso de 2dB de amplitud pico a pico, para poder apreciar
esta caracteristica de rizado que se da inicamente en la banda de paso). Por otro lado, el
disefio discreto (graficas de la parte inferior de la figura 26) se aprecia como el filtro deja
pasar las frecuencias normalizadas que se hallan en el intervalo f n=2—“;[ €[0,1 0,5), tal y

como las especificaciones de disefio requerian. Para obtener este disefio, se ha usado la
transformacion bilineal, usando como pardmetro de la transformacién el valor siguiente:

Ty= Qlctan(“)c) = ﬁtan(o’zﬂ) =0,0103

Figura 26. Ejemglo de disefio de un filtro paso-alto de Chevishev tipo | usando la
transformacion bilineal y partiendo de un filtro con orden 8 y pulsacién de corte
Qc=2nx10rad/s
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3.3. Filtros analdgicos

En este apartado estudiaremos los filtros analogicos mas usuales (filtros de
Butterworth y filtros de Chebyshev) aunque también existen otros tipos de
filtros que permiten obtener disefios de orden menor con las mismas especi-
ficaciones, a costa de obtener rizados en ambas bandas (de paso y de rechazo).
La ventaja de estos filtros que veremos es que permiten obtener disefios con
ambas bandas sin rizados (Butterworth) o bien con una de ellas (Chebyshev

tipo I o bien tipo II).

Se estudiard Gnicamente el disefio de filtros prototipo paso-bajo, y en aparta-
dos siguientes se veran las transformaciones frecuenciales que permiten obte-
ner disefios distintos (paso-alto, paso-banda o bien rechazo-banda) a partir de
un disefio paso-bajo. Ademas, se realizara el estudio de filtros con ganancia
unitaria en las bandas de paso (o también de O dB), de forma que la obtenci6én
de un filtro con ganancia diferente se podra conseguir multiplicando la fun-
cion de transferencia obtenida por el factor de ganancia deseado.

Segun el tipo de filtros estudiado en cada caso, la funcion de transferencia del
filtro Hs) se obtiene a partir de la expresiéon basada en las raices de su nume-

rador y denominador (polos Py ceros z), normalizada para poder expresar la

ganancia G deseada en la banda de paso:

[I-s/2)  TI-9)
H(s)z G kﬁl -G kﬁl

G':GX N

Como se puede apreciar, la ganancia de la anterior expresion a la pulsacién 0
(o sea, s=jR2=jx0=0) esigual a G.

Se estudiaran los filtros de Butterworth y de Chebyschev tipo I, y se dejaran
los filtros de Chebyschev tipo II para aspectos de ampliacién del estudio.
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3.3.1. Filtro de Butterworth

El filtro de Butterworth es un filtro que posee una respuesta frecuencial en
modulo mondtona decreciente (sin ningan tipo de rizado en ninguna de las
bandas), y que se define como un filtro todo-polos. Su definicion se da a partir
de la respuesta en frecuencia en médulo:

IHa(j Q)|2 = L 1

@)™ 1+ eare)

siendo £, la pulsaciéon de corte a -3dB, €2, la pulsacién limite de la banda
de rechazo, donde la ganancia del filtro en dB es de — 2010g10(1+62), y N el
orden del filtro (nimero de polos). La relaciéon entre estos pardmetros se ob-

1
tiene igualando las expresiones anteriores (2, =(¢)N £2.) y permiten especificar
frecuencias de corte distintas a la tipica.

Usando la relacion siguiente asociada a los filtros con respuesta impulsional
real, que tienen respuesta con simetria compleja conjugada en el dominio fre-

cuencial:

2
HdH{ = 9)1_ ;0= HdiQH - j2) =|H ;)
de forma combinada con la definicién anterior, obtenemos:

I B
Hs)H~s)= ST

A partir de la expresion anterior analizamos los polos de Ha(s)H a( —s) igualando

a cero su denominador, hallando raices complejas, y finalmente asociamos los
polos estables (con parte real negativa) a H,(s) mientras que los inestables (con

parte real positiva) a Hf—s):

+Qu 5 el DSy k=0,1,..., N—1
|- Q5 el @3y k=0,1,..., N—1

) (polos inestables de H(—s))
p
k (polos estables de  H ((s))

Nota

Aunque en general se denomi-
na pulsacién de corte aquella
donde el médulo de la funcién
de transferencia decae 3dB por
debajo de la ganancia que el
filtro tiene en la banda de pa-
so (que delimita la frontera de
esta banda), veremos como
también se definen frecuencias
de corte asociadas a ganancias
distintas de 3 dB (p. €j., que
delimitan las bandas de recha-
Z0).
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Figura 27. Ejemplo de diagrama de polos y ceros de un filtro de Butterworth de orden 4
(izquierda) y 5 (derecha)

— N=4 a/q, N=5
= === ~~~* Polos de H(-s) 1 =T
¥ i i g L " "=** Polos de H(s)
i1 i ; estable o4 | ! ! +
a5 L Sr.a ; 05
e T et At N R
1 05 o 0s 1 1 05 i] 05 1 |
o/ o/

En la figura 27 se puede apreciar un par de ejemplos de distribucién de los
polos (cruces en la figura) de un filtro de Butterworth para 6rdenes 4 y 5, res-
pectivamente, de los cuales tinicamente los situados en el semiplano izquierdo

son los polos de Hs). Se aprecia que en ambos casos la distribucion sigue una
forma circular de radio igual a la pulsacion de corte €2, con fases equidistantes
7/ N rad.

Pendiente de caida del filtro

Dada la ecuacién que define la respuesta frecuencial del filtro en médulo, se
puede observar que para pulsaciones mucho menores que €2, este se puede
aproximar por una ganancia constante e igual a 1. En cambio, para 2> £,
el moédulo se puede aproximar por:

i ~

Q/ Q )
De este modo, si pasamos la ganancia a una representacion logaritmica en dB:

2 2N
Q
G(€2)=10log, Oiﬂa(j.Q)| ~ 10log, (3) =20Nlog, () —20Nlog, (%)

Es decir, que la representacion del médulo del filtro en el dominio frecuencial
se puede aproximar por dos asintotas, una horizontal de valor 1 para 2 <« 2,

y otra oblicua de pendiente —20N dB por década* para una representacion en
ejes de frecuencia logaritmicos. En la figura 28 se puede observar un ejemplo
de filtro de Butterworth paso-bajo con pulsacién de corte 2. =1 rady de orden
N =4. Se puede apreciar que en la representacion del modulo (figura superior)
en dB y ejes de frecuencia logaritmicos la forma se puede aproximar por dos
tramos de recta, tal y como se ha explicado, siendo el segundo tramo con una
pendiente de —80dB por década. Como se puede apreciar, a mayor orden del
filtro mayor sera también el rechazo que este presenta en la banda de rechazo.

®Recordad gue una década se co-
rresponde con el intervalo de fre-
cuencias donde la frecuencia final
es 10 veces la frecuencia inicial.
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Figura 28. Respuesta frecuencial (médulo y fase) de un filtro de
Butterworth de orden N = 4 y pulsacién de corte £2. = 1 rad.
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Diseiio del orden del filtro

Las especificaciones del filtro permiten realizar el correcto dimensionamiento
del orden del filtro, esto es, el namero de polos que este tiene. El objetivo es,
en general, obtener un filtro de minimo orden que cumpla con los requisitos
de diseflo, con lo que este sera también un disefio de minima complejidad, lo
que después de su traduccion al mundo discreto comportard un filtro con la

minima complejidad computacional.

La condicién de disefio que permite obtener el orden del filtro se asocia a una

maxima ganancia de este 2010g2(52) dB por encima de una determinada pul-

sacion denominada £2; y que en general se asocia al limite inferior de la banda
de rechazo. Imponiendo esta condicién sobre el modulo de la respuesta fre-
cuencial y aplicando la funcién logaritmo en un determinado paso del desa-

rrollo, llegamos a:

2

1 1
N <6,

1+@/ )" 1reele,)

>1og[(1/5§)—1]_ logls/é]
= 2lod /2]  log,/ 2]

siendo 5=\1/82— 1y e=\1-&2.

Podemos pues ver como la anterior ecuacion permite calcular el orden minimo

que satisface las especificaciones de diseflo, las cuales se expresan graficamente

en la figura 29.
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Figura 29. Ejemplo de especificaciones para el disefio del filtro de
Butterworth expresadas de forma grafica. La zona rallada se corresponde
con zona de paso prohibido.

| Hali2) |

0, Qs o)

En este caso, las especificaciones incorporan la posibilidad de tener una ga-
nancia en la banda de paso distinta de 1 (en lineal, o también O dB), de forma
que el parametro G es un parametro de ganancia que se aplicara una vez se
haya disefiado el filtro con ganancia 1. Se puede apreciar como la banda de
transicion ubicada entre las pulsaciones final de la banda de paso (£2.) e inicial
de la banda de rechazo (£2) marcara el orden del filtro necesario, también cla-

ramente dependiente del pardmetro de rechazo §,.

Se puede apreciar que a la practica, la no idealidad de los filtros supone la
aceptacion de una cierta banda intermedia, denominada banda de transicion,
donde la ganancia del filtro decae hasta llegar a la condicién de rechazo mi-

nimo que permite obtener el orden adecuado de este.
3.3.2. Filtro de Chebyshev tipo I

Los filtros de Chebyshev deben su nombre al matematico Pafnuty Chebysheyv,
matematico de origen ruso, quien ide6 los polinomios de Chebyshev, los cua-
les son la base de este tipo de filtros. Se diferencian de los filtros de Butterworth
por el hecho de que, a diferencia de estos, los filtros de Chebyshev poseen

un rizado’ de amplitud constante en bandas de paso o bien en las bandas de
rechazo. Esta caracteristica hace también que los filtros de Chebyshev no ten-
gan una funcién de transferencia monétona decreciente, como es el caso de
los filtros de Butterworth, y mientras estos son filtros todo-polos, los filtros de
Chebyshev (tipo II) también contienen ceros. Sin embargo, una ventaja de los
filtros de Chebyshev frente a los filtros de Butterworth es la posibilidad de ob-
tener disefios de orden menor a igualdad de especificaciones de disefio. En este
caso, el orden del filtro se define como el maximo namero de polos y de ceros.

El filtro de Chebyshev tipo I se define con una respuesta en frecuencia (en
modulo) como sigue:

IHa(iQ)'z = :

1+62T%(Q/ 2p)

®)Se entiende como rizado a la ca-
racteristica de una sefial cuando
esta oscila en torno a un valor pro-
medio.
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siendo 2p la pulsacién final de la banda de paso en rad/s, € un pardmetro

asociado al rizado de la banda de paso, y TN(x) el polinomio de Chebyshev de
orden N definido como sigue:

cos(Neos—1(x)) <1
Y= cosh(Ncosh™(x)) > 1
Los polinomios de Chebyshev poseen la caracteristica de estar acotados al in-
tervalo[— 1, + 1] para valores de x €[ — 1, + 1], mientras que fuera de este inter-
valo su valor crece o bien decrece de forma progresiva, tal y como se puede
apreciar en la figura 30. Como se puede apreciar, cada polinomio posee tantos
pasos por cero (o raices) como orden tiene. Otra caracteristica interesante es
que, a pesar de la definicién anterior, estos pueden generarse también a partir
de una ecuacién recursiva como sigue:

TN+1(X)= 2XTN(X)— TN_I(X) N= 1, 2,

Tz(x) =2x2-1, T3(x) =4x3-3x, etc

La caracteristica de poseer una cota dentro del intervalo de x €[ — 1, + 1] permite
obtener filtros con rizados constantes dentro de bandas de paso (Chebyshev
tipo I), dentro de bandas de rechazo (Chebyshev tipo II) o bien dentro de
ambos tipos de bandas (filtros elipticos).

Figura 30. Polinomios de Chebyshev de érdenes 2 a 5.
| /
2
> ™
)< >\\ //
0
\ /// =
T —— e

Como se puede observar en la expresion del moédulo al cuadrado de la
funciéon de transferencia del filtro de Chebyshev tipo I de orden N, es-
te posee el polinomio de Chebyshev de orden N en su denominador, de
forma que para pulsaciones dentro del intervalo Qe&[—£p, +£2;] la varia-

ble del polinomio cumple que x=Q/ Qpe[—1 +1]. Es decir, que dentro

Ved también

Los filtros elipticos no se estu-
diaran en este médulo.
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de la banda de paso, la ganancia del filtro se halla dentro del margen

G(Q)=10log, OlHa(jQ)FG[IOIOg] (1/(+€2), 10l0g, 11=[10log, (1/(1+¢2), 0] dB. El
valor minimo de este intervalo (es un valor negativo) se debe al caso en que
el polinomio de Chebyshev tiene un valor igual a +1 o bien — 1, mientras que
el limite superior al caso en el que el polinomio retorna un valor 0. Al rizado

del filtro, expresado como el cociente del valor maximo entre el minimo de

la ganancia en lineal, se le denomina con el pardmetro §;=V1+¢2. Cuando
la pulsacion se halla fuera de este intervalo, el polinomio de Chebyshev tien-
de a valores crecientes o bien decrecientes, de forma que su moédulo tiende a
infinito. De este modo, la funcién de transferencia tendra una tendencia ha-
cia una ganancia muy pequeiia, lo que denota una caracteristica propia de la
banda de rechazo.

El filtro de Chebyshev tipo I es un filtro también todo-polos, dado que la ex-
presiéon del moédulo de la funcién de transferencia estd formada por un poli-
nomio de Chebyshev en su denominador. Los polos (pZ) del filtro se hallan

dentro del plano s sobre una elipse de semiejes r; y r,, cuyos valores se pueden
expresar en funcidn de las especificaciones (£2p,e y N):

IIN

p+1 -1 1+ €2 +1]
IS5

rlepT ; r2=.Qp2—ﬂ ;o P=I

La posicion exacta de cada uno de los N polos del filtro sobre el plano s se

puede expresar mediante las siguientes expresiones matematicas:

pz = xk+jyk
Xp =19C08¢,

yk = erSind)k

2k +1
¢k=%+% k=0,1,..., N-1

En la figura 31 se puede observar un ejemplo de posicionamiento de los po-
los del filtro de Chebyshev tipo I para tres valores del pardmetro de rizado,
y para un mismo orden y frecuencia de corte del filtro. Se puede apreciar c6-
mo los polos se hallan posicionados sobre una elipse cuyos semiejes varian
dependiendo del factor de rizado (a mayor rizado, mayor desproporcién entre

estos ejes).
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Figura 31. Ejemplo de Bosicionamiento de los polos (cruces)
para tres filtros de Chebyshev tipo | con parametros N = 8; Q, =
10 rad/s y rizados 6, de 1, 5y 10 dB
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En la figura 32 se puede ver la funcién de transferencia de un filtro de Chebys-
hev tipo I con un pardmetro de rizado de 5 dB y frecuencia de corte de 10 rad/
s. Se aprecia claramente la caracteristica de este tipo de filtros, con rizado de
amplitud méxima constante en la banda de paso y decaimiento constante en

la banda de rechazo.

Figura 32. Ejemplo de funcién de transferencia (ganancia en dB) de un filtro de

Chebyshev tipo | con pardmetros N = 8; 0, = 10 rad/s y rizado en la banda de paso de

5dB

ST A

G(Q) = 20l0g ;5 H,( Q)|

B[ e T .
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Q [rad/s]

Diseiio del orden del filtro
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Dado que en el intervalo 2 €[ — £2p, +2p] la ganancia del filtro posee la carac-

teristica de oscilar en torno a los valores de 1010g1 0(1/(1+s2)) dB y de 0dB, el

pardmetro ¢ es un parametro asociado al rizado de la ganancia en la banda
de paso. Esto permite que las restricciones de disefio permitan su calculo de
forma directa al especificar el rizado maximo deseado en la banda de paso del
filtro (maxima variacion de la ganancia). Por otro lado, la pulsacion de corte
£p es una pulsacion asociada al final de la banda de paso, pero a diferencia
del filtro de Butterworth, en este caso la caida de la ganancia a esta frecuencia
no sera siempre 3 dB, ya que la ganancia del filtro en este punto dependera

justamente del rizado maximo deseado.

El orden del filtro, sin embargo, influye, tal y como sucedia en el filtro de
Butterworth, en la pendiente de caida del filtro mas alla de la pulsacion limite
de la banda de paso (£2p). Como se puede apreciar en el ejemplo de la figura
33, el orden del filtro afecta claramente a esta caida de la ganancia aunque
también a la frecuencia del rizado en la banda de paso, siendo en este segundo
caso un factor menos relevante de cara a su disefio. Por este motivo, el orden
del filtro se puede fijar imponiendo la siguiente condicién de rechazo, tal y
como sucedia en el filtro de Butterworth:

|H(.Q)|2 = ) < 6% para Q2> Q

-1
1+2T3(Q/ 2,

siendo £ la pulsacion que delimita el inicio de la banda de rechazo.

Figura 33. Ejemplos de funcién de transferencia del un filtro de Chebyshev tipo |
con parametros del filtro Q, = 10 rad/s, rizado en la banda de paso de 5 dB y para 4
ordenes diferentes (ver leyenda de la figura)

20 log 10 “Ha(jQ)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Q [rad/s]
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Usando las expresiones de la definicién de los polinomios de Chebyshev para
el rango de la variable x donde ld > 1, se puede llegar a la siguiente expresion del
orden minimo del filtro que satisface la condicién de rechazo anteriormente

expuesta:

log[(\ll - 5% + \ll - 5%(1 +e2) )/(852)] cosh™(5/¢)

o/ @) +l@le) —1] e/ 2)

donde 5=\/1/5§— 1y =\l+e2.

Por ejemplo, a la vista de los ejemplos de la figura 33, se puede apreciar que
el filtro de Chebyshev tipo I de orden minimo con rizado en la banda de paso
de 5 dB y pulsacién de corte 10 rad/s que tiene una atenuacién minima de
35 dB por encima de la pulsacién de 12 rad/s es igual a 7. En este caso las
especificaciones de disefio son:

5 35
Qp=10 Q,=12 6,=1020 =1,7783 6,=10720 =0,0178
3.4. Transformaciones de frecuencia

Repasados los filtros de Butterworth y de Chebyshev vamos a ver c6mo a par-
tir de un filtro analégico paso-bajo podemos obtener un filtro digital que no
sea paso-bajo, o sea, paso-alto, paso-banda o bien rechazo-banda. En el caso
de que el filtro digital deseado sea paso-bajo es tinicamente necesario aplicar
la transformacién del dominio analégico al dominio discreto (p. ej., transfor-
macién bilineal).

Figura 34. Diagrama de bloques asociado a los dos métodos distintos para obtener un filtro
digital deseado a partir de un filtro paso-bajo analdgico utilizando transformaciones de
analdgico a discreto (TAD), y transformaciones en frecuencia en el dominio analégico (método
(1), TFA) o bien transformaciones en frecuencia en el dominio discreto (método (2), TFD).

ANALOGICO DISCRETO
Paso-alto / Paso-alto /
Paso-banda / Paso-banda /

Rechazo-banda Rechazo-banda

ANALOGICO
Paso-bajo

DISCRETO
Paso-bajo

En la figura 34 podemos ver representados en forma de diagrama de bloques
los dos caminos o métodos posibles que permiten alcanzar el objetivo propues-
to. En primer lugar, el camino superior (1) se basa en aplicar al filtro paso-bajo
analogico original una transformaciéon en frecuencia en el dominio analogi-
co (TFA) para obtener un filtro analégico distinto (paso-alto, paso- banda o
rechazo-banda), para luego aplicar la transformacién de analdgico a discreto
escogida. En segundo lugar, el camino inferior (2) se basa en realizar primero la
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conversion de filtro analdgico a filtro discreto, para luego aplicar la transfor-
macién en frecuencia en el dominio discreto (TFD) que nos permita obtener
el disefio deseado.

Cabe sefialar que si se escoge el método de transformacion de filtros analégicos
en filtros digitales basado en la invariancia impulsional, no seré posible realizar
el proceso de conversién (1) de la figura 34 si el filtro final deseado es un
paso-alto o rechazo-banda, dado que este método requiere que el filtro sea un
filtro de ancho de banda finito, como se puede ver en el anexo.

3.4.1. Transformaciones en frecuencia en el dominio discreto

Si en lugar de realizar la transformacion en frecuencia del filtro en el dominio
analégico (con la transformada de Laplace) se realiza esta una vez el filtro ya
ha sido transformado al dominio digital (camino (2) de la figura 34), se deben
aplicar unas ecuaciones de mapeo que basicamente sustituyen la variable z
por una funcion de esta misma. En este caso, el mapeo se puede escribir como

sigue:
-1 — gz

Es decir, la funcién de transferencia del nuevo filtro sera Hf (z—l) = H(g(z—l)), sien-

do H(z-1) la funcién de transferencia del filtro discreto paso-bajo original.

La funcién de mapeo debe cumplir las siguientes restricciones para que fun-
cione de forma correcta:

e el mapeo debe hacer corresponder puntos dentro del circulo de radio 1
dentro de si mismo (condicién de estabilidad, para los polos del filtro);

e los puntos sobre el mismo circulo unidad deben llegar también sobre el
mismo circulo (correspondencia en frecuencia).

Las funciones de mapeo permiten obtener, a partir de un filtro discreto pa-
so-bajo, un filtro discreto paso-alto, paso-banda o bien rechazo-banda.

Transformacion de filtro discreto en frecuencia 1: de LP a LP
La funcion de transformacién de la variable z para la transformacion de un fil-

tro discreto paso-bajo con pulsacion de corte wp a otro filtro discreto paso-bajo

con pulsacién de corte wp' es la siguiente:

: —1—a _ M
del)= 1—az1 “= sinf(wp+wp)/2]

Ved también

Podéis ver el método de trans-
formacién de filtros analégicos
en filtros digitales basado en

la invariancia impulsional en el
apartado 1) del anexo.

En el siguiente apartado estu-
diaremos el método de trans-
formacién en frecuencia apli-
cado directamente sobre el
dominio discreto (TFD) y se
dejara el método TFA como as-
pecto de ampliacién de cono-
cimientos del apartado 3) del
anexo.
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Analicemos esta transformacion detenidamente, desglosando modulo y fase,

para los puntos asociados a la respuesta frecuencial (es decir, para z = e/®):

1—ae=/® ™ (1 - acos(w)) + jasin(w)

oleiw) =< —jo_q _ ((coslw) = a) — jsin(w))

Ciw \l (cos(w) - 2+ sinXw) _NI- 2acos(w) + a2 B
Ig( j )| \I(l acos(a)))2+a2sin2(cu) - \Il — 2acosAw)+ a2 -

Como se puede apreciar, la funciéon de mapeo propuesta cumple la condicién
de mapear puntos del circulo unidad en el mismo circulo unidad, lo que se
corresponde con la segunda condicién (moédulo de la funcién g es igual a la
unidad). Para conocer el detalle de cOmo se mapea la transformacion frecuen-
cia, debemos analizar la fase con mas detalle. Teniendo en cuenta que el ma-
peo es un sencillo cambio de variable, la fase original (o pulsacién), o, sera el
resultado cambiado de signo de la funcién de mapeo en funcién de la fase (o

pulsacion) del filtro final, w, es decir:

)= gleiv) = 1= i
Por lo tanto:
— Arg{ —jw ] Arg{ jv—q } Ar g< (P —ax1—aeti®) }_
w=- 8(e == l—ae—j@ - (l—ae—J®Y1—aetj®) | —

(e—JO—a)1—aetijw) (— 2a+(a2+1)cos(w)>+;(a2—1)sen(w)
= —Arg Ha2—-2acos(w) - Ha2-2acos(w)

g{x+]y} —atand) x>0 [2r—atan@) x>0
= — X —

Debe saber que en el desarrollo se ha tenido en cuenta la resolucién de

= g(w)

—(r+atan(®) x<0 |(z—atan¥) x<0

la ambigiliedad entre cuadrantes a partir del signo de la parte real, y que

x= —2a+(a2+ cos(w) e y= (a2 = Dsen(w).

Si dibujamos la funcién w=¢g(w), pero invirtiendo los ejes cartesianos para
observar ' en funcion de w (ver figura 35), podemos ver como la funcién de
mapeo consigue hacer corresponder la frecuencia de corte w) original sobre
la frecuencia de corte final wp', a través de una expansion de una parte del
margen frecuencial (en este ejemplo, dicha expansién se produce en el margen
de altas frecuencias, al reducir la frecuencia de corte del filtro, y conseguir asi
un filtro mas selectivo) y una compresion del resto de frecuencias (en este caso,
de las bajas frecuencias). Al tratarse de una funcién mondtona creciente, se
mapea baja frecuencia en baja frecuencia (alrededor de w =0) y alta frecuencia
en alta frecuencia (alrededor de w = ).



CC-BY-NC-ND * PID_00175661 63

Disefio de filtros discretos

Figura 35. Mapeo de frecuencias de la TFD del tipo paso-bajo a paso-bajo
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En la figura anterior se observa el mapeo de la banda de paso del filtro como

una zona sombreada.
Transformacion de filtro discreto en frecuencia 2: de LP a HP

La funcién de transformacién de la variable z para la transformacion de un fil-
tro discreto paso-bajo con pulsacion de corte wp en un filtro discreto paso-alto
con pulsacion de corte wp' es la siguiente:

z—1+a M
det)= - 14+az-1 =" cos[(a)p+wp')/2]

En vez de realizar el mismo proceso al visto en la conversién de paso-bajo en
paso-bajo, solo se muestra la funcién de mapeo resultante de su aplicacion.
Como se puede observar en la figura 36, en este caso se trata de una funcién
decreciente, lo que provoca un giro de las bandas de paso, estando estas ubica-
das en la alta frecuencia discreta (alrededor de w = z) en lugar de su ubicacién
original (en w=0). La banda de paso (zona sombreada), que originalmente es
unica en el filtro paso-bajo (intervalo — wp <w < wp), queda desdoblada en dos

(intervalo —7<w< —wp e intervalo wp<w < +7).



CC-BY-NC-ND e PID_00175661 64 Disefio de filtros discretos

Figura 36. Mapeo de frecuencias de la TFD del tipo paso-bajo a paso-alto
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Transformacion de filtro discreto en frecuencia 3: de LP a BP

La funcién de transformacién de un filtro discreto paso-bajo con pulsacién de
corte wp en un filtro discreto paso-banda con pulsacién de corte inferior w; y

pulsacién de corte superior w, es:

g(z—l) _ Z—2+alz—1+a2 a| = - 2a K/(K+ 1)

= T a,=(K-1)/(K+1)
"~ cof(wywy)2]

K = tan(wp / 2)/tan((w, — w;)/2)
Transformacion de filtro discreto en frecuencia 4: de LP a BS

La funcién de transformacion de un filtro discreto paso-bajo con pulsacién de
corte wp en un filtro discreto rechazo-banda con pulsacién de corte inferior w;

y pulsacion de corte superior w,;:
o) 2+ap-ltay aj= —2a [(K+1)
ST (12 K)I(K + 1)

_cofoony]
~ codlwrau)]

K = tan(wp/2)- tan((w, — w;)/2)

a
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En la figura 37 se puede observar el tipo de mapeo frecuencias de las trans-
formaciones frecuenciales de prototipos discretos paso-bajo a prototipos pa-
so-banda (a) y rechazo-banda (b). En el primer caso (LP a BP), se puede apreciar
que la banda de paso centrada en la baja frecuencia queda desdoblada en dos
bandas frecuenciales, una en las frecuencias positivas y otra en las frecuencias
negativas. En cambio, en el segundo (LP a BS), la banda de paso se desdobla
en tres en el margen que vade —z<w<x.

Figura 37. Mapeo de frecuencias de la TFD del tipo paso-bajo a paso-banda (a) y del tipo paso-bajo a rechazo-banda (b)
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Actividades

1) Disefar un filtro paso-banda con ganancia 0 dB y con frecuencias de corte £; = 1000z rad/s
y £2;=5000z rad/s, teniendo en cuenta una frecuencia de muestreo de f =10 KHzy utilizan-
do el disefio de Chebyshev de tipo I. El rizado en la banda de paso no debe superar 1 dB. El
orden del filtro debe calcularse tal que el prototipo paso-bajo utilizado tenga un ganancia de
—22 dBa Q;=2Qp. Escoger durante el disefio (del mismo prototipo paso-bajo) una frecuen-
cia final de la banda de paso de 2p =100 rad/s. Utilizar la transformacién bilineal para pasar
de analégico a discreto, y hacer la conversiéon de prototipo paso-bajo a paso-banda también
en el dominio discreto.
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Solucionario

1) Para determinar el orden del filtro, empezamos por hallar la constante ¢ con el rizado en
la banda de paso:

51 dB=20log, = 10log, (1+¢2)= v10°1aB/10- 1 =\10/10_1 =0,5088

0

—1

i 1se2

La atenuacién en Q=g es de:
2

—22= 2010g1052 => 9p=10720 =0,0794

Teniendo en cuenta los célculos anteriores y que £2,=2Qp, el orden del filtro es:

|l 0[(@ w3 | N )

—— = .. =29599 >N=3
log, O[(QS/QI;)—FJ(_QS/QP) =

Para calcular los polos, calculamos primero las constantes g, r| y rp, teniendo en cuenta los
célculos previstos y que 2p =100 zrad/s:

1
2 N
= %]—= o = 1,6096
2
+1
rlz'QpﬂZ_ﬂ = .. = 350,4256
p-1
ry= Qg = - = 1552483

A continuacién, determinamos el valor de los 3 polos del filtro anal6gico paso-bajo:
2k+1
P = r200s¢k+jrlsin¢k ¢k = % +% 0<k<N-1
> py= 313,25¢/1,8212 p= 155,25e)7 py= 313,25¢—/1,8212

Por tanto, la funcién de transferencia del filtro analdgico paso-bajo es:

Hy o) = 313,25.10/18-212.155 25.10/7.313,05.10 /18212
P 3132510718212 (155,25-10/7—)(313,25- 10/ 18212
_ 1,523-107

1,523-107+1,22210754+310,552+s3

En la figura 38, podemos observar la funcién de transferencia del filtro prototipo paso-bajo
analégico de la ecuacion anterior, dibujada a partir de la llamada en Matlab a la funcidn fregs.
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Figura 38. Respuesta en frecuencia del disefio paso-bajo analégico Hy,(s)
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A continuacién, tenemos que aplicar la transformada bilineal para hallar el prototipo pa-
so-bajo discreto. El valor del pardmetro T se puede escoger, en este caso, en un valor arbi-
trario, ya que después de realizar la conversién de filtro analégico a digital se realizara la
transformacién frecuencial en discreto para convertir el filtro paso-bajo en paso-banda.

Si escogemos, por ejemplo, T = 1/10.000 = 1074, 1a frecuencia de corte del filtro analégico ori-
ginal de 2p =100z rad/s quedard mapeada en la siguiente frecuencia discreta:

Ts-Q2p
a)p:ZarcLan[ s2 ] Zarctan[z 10000] 0,0314 ~ m

La funcién de transferencia obtenida al aplicar la transformacién bilineal es la siguiente:

HIP(Z)zHlP(S)'S:(TlS)(};i:}) 2010355 )

1,523-107

wanaz 0= o oo o)
1,523-107+1,222-10 (20 103(1+Z1 310,520 10 77 )| H20- 10 5=

3

B 1,523-107(14z—1) _
1,523 107 (2= 142,444 100 1—2=1) (111,242 101 (1mg= 1P (1=1148: 101 2 1—=1)°

B 1,52310 (1432 1430-2423)
” 8,1267-1012-2,4122-1013,-142,3873-1013;-2-7,8782. 10123

En la figura 39, podemos observar la funcién de transferencia |H(eJ®) del filtro pa-
so-bajo discreto. Obsérvese que la frecuencia final de la banda de paso ahora es
op =2atan(QpT ¢/2) = 2atan(1007/20.000) ~ /100 (véase como en la figura 39, que ha sido dibu-
jada con la funcién freqz de Matlab, el eje de frecuencia estd normalizado de modo que 1
coincide con la frecuencia de Nyquist o=z rad).
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Figura 39. Respuesta en frecuencia del filtro discreto paso-bajo Hj,(2)
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Finalmente, nos queda realizar la transformacién frecuencial de prototipo paso-bajo a pa-
so-banda mediante la siguiente funcién de transformacion:

2+ap-l+a)

el — )= - az2+az-1+1

Antes de nada, hay que calcular las frecuencias de corte del filtro paso-banda discreto, utili-
zando la normalizacién con la frecuencia de muestreo:

wy =8/ f ;=5.0007/10.000 = 7/2 ;=) f =1.0007/10.000 = z/10

Calculamos las constantes a; y a; de la siguiente forma:

_coAlowten)?] _col(gp+710)/2)

cof(wy—a)2]  cod(z2-7710)2]
K = tglop/2)] tel(wu— @))12) = telx1200) [ 1g((7/2 - 7/10)[2)=0,0216
ay= —2aKAK+1)=...= —00308  ay=(K—DIK+1)=—0,9577

=0,7265

Ahora ya podemos calcular el filtro discreto paso-banda final, aplicando la correspondiente
transformacion de paso-bajo a paso-banda en el dominio discreto:

7—240,0308z—1-0,9577 _
Hppl2)= Hzp(z—l =20,95777—2+0,0308—1+1) =

B 1,52310 (1432 143e-242-3)
"~ 8,1267-1012-2.4122.1013142,3873.1013:—2-7,8782.1012,-3

. z=240,03082-1-0,9577
20,95772-240,0308 7 141

o 1,463-4,389:-2+4,389;—4—1,463=6 ~

= T 19,882-57,4397-1480,383c-2-76,19 1z—3+54,4597—4—25,021z-5+58,03576
0.0736-0.2207:=2+0,2207:=4-0,0736z=6

T 12,880z~ 1+4,0429:2-3,8622:-3+2,739 14—1,2587z-5+0,2919:6

En la figura 40 podemos ver el resultado del disefio en el dominio frecuencial. Se puede

observar como la banda de paso se encuentra dentro del margen z/10<w < z/2. Se le deja al
alumno la implementacion fisica del filtro discreto disefiado a partir de la expresion final.
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Figura 40. Respuesta en frecuencia del filtro discreto paso-banda disefiado final Hy,(2)
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Abreviaturas

FIR Sigla de finite impulse response filter, ‘filtro de respuesta impulsional finita’
IIR Sigla de infinite impulse response filter, ‘filtro de respuesta impulsional infinita’
ROC Sigla de region of convergence, ‘regiéon de convergencia’

SLIT Sigla de sistema lineal e invariante en el tiempo

TZ Transformada Z
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Anexo

En este anexo se tratan algunas extensiones de la explicacion basica del tema
de disefio de filtros discretos que pueden ser utiles para ampliar conocimien-
tos.

1) Método de mapeo basado en la invariancia impulsional

El objetivo principal de esta técnica es el disefio de un filtro IIR que tenga
como respuesta impulsional la version muestreada uniformemente, en tiem-
pos multiples del periodo de muestreo T, de la respuesta impulsional del fil-
tro analdgico prototipo del que se parte, es decir, que se cumpla la siguiente

ecuacion:

Hnl= Ht=nT,)

Para investigar las implicaciones y consecuencias de la anterior relaciéon hay
que recordar la relacion entre las representaciones frecuenciales de ambas se-
fiales analdgica y discreta. Recordemos que el muestreo de sefiales analdgicas
en el tiempo implica la apariciéon de periodicidades en el dominio de Fourier,
de forma que la TFSD de la correspondiente secuencia discreta es igual a la

repeticion de la TF de la sefial analégica, H,(j$2), a miltiples de la pulsacién

de muestreo, multiplicada en amplitud por el factor 1/ T

W) %5 HjQ)

i) B2 H(efw>=r—t§m[f(w+?’k)]

—=—00

En el ejemplo de la figura 41 se puede apreciar la relacién en el dominio fre-

cuencial, especialmente en lo que se refiere al eje de frecuencias.

Dado que la relacién se establece como un muestreo en el dominio temporal,
uno de los fenémenos que puede producirse en el dominio frecuencial es el
aliasing o solapamiento de componentes frecuenciales de la sefial analdgica
original en la sefial muestreada. Este fendmeno se producird siempre que no
se cumpla la relacion f =1 / T,>2BW, siendo BW el ancho de banda del filtro
analogico original. Es pues 16gico observar como esta condicién tnicamente
puede ser mantenida cuando se parte de disefios de filtros analogicos de ancho
de banda finito, esto es, filtros de tipo paso-bajo o bien paso-banda, mientras
que no se cumplira para filtros paso-alto o rechazo-banda.
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Figura 41. Ejemplo de filtro anal6gico paso-bajo y la
correspondiente versi6n de filtro paso-bajo discreto obtenido a
partir del muestreo en tiempo de la respuesta impulsional
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Estudio del mapeo entre los planos s y zy en los dominios de la frecuencia
analégico y discreto

Antes de nada empecemos por recopilar las relaciones que nos permiten llegar
a entender mejor como podemos interpretar el muestreo de la respuesta im-

pulsional desde el punto de vista de un mapeo entre los planos analogico (en
el dominio de la variable s) y discreto (en el dominio de la variable z).

) SSHols) o) SHAQ)
HlSHG)  Hal <2 H(eiw)

H(e®)=H() _,
H a(]Q): Hgq S =0

HO_gr = Hle = Tisk_zfjHa[(s_ Jor I K]

h[n]TFSD (ej@) = TLZHQ[] (w! Ts— (271 Ty) k)]

Vemos como podemos llegar a relacionar las funciones de transferencia de los
sistemas analogico y discreto a partir de una sencilla relacién entre las variables
syz

z=eTm = rei® = do+jQTy = 6 Tmei2Tm

Por lo tanto, mo6dulo y fase de la variable z se pueden poner en relacién a las
partes real e imaginaria de la variable s, respectivamente:

r=e°Tm w=0T,,
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Llegado a este punto podemos analizar dos aspectos del mapeo entre los planos

syz

e Elsemiplano izquierdo de s queda mapeado dentro de la circunferencia de
radio 1 en z, y el eje imaginario de s justo sobre la circunferencia:
6<0=0<r<1l ; 06>0=1<r ; o0=0>r=1

Esta relacién nos permite afirmar que la transformacién basada en la inva-
riancia impulsional permite obtener filtros discretos estables cuando par-
timos de un disefio de filtro analdgico estable.

e FEl mapeo anterior es del tipo many-to-one o no biyectivo, dado que €2 se
refiere al eje imaginario de s, y en cambio w hace referencia a la fase de
z lo que implica una periodicidad implicita. Esto implica que habra mu-
chas posibles pulsaciones analdgicas que queden mapeadas sobre una Gni-
ca pulsacion discreta, aspecto asociado a la periodicidad del dominio es-
pectral discreto al realizar el muestreo temporal (ver la parte izquierda de
la figura 42):

rei® = 0 TsejRlTs = o Tsej(9+%~_7;k) Ts VkeZ

Concretamente, todos los puntos del plano s cuyas pulsaciones estén se-
paradas maltiplos de 2/ T, quedaran mapeadas en la misma posiciéon del
plano z.

Figura 42. Izquierda: mapeo many-to-one asociado a la relacién entre las funciones de transferencia de los sistemas analégico y
discreto de la transformacion basada en la invariancia impulsional. Derecha: mapeo de frecuencias lineal dentro del ancho de banda
en el que no se produce aliasing

Q
Plano s 3

Plano z —@

v

Es interesante remarcar que, como contrapartida al problema del solapamien-
to de frecuencias que provoca el mapeo many-to-one, el mapeo entre frecuen-
cias de los dominios analégico (£2) y discreto (@) es un mapeo lineal (o= QT),
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lo que garantiza que en la variable de frecuencia se mantendran las caracte-
risticas del filtro original dentro del ancho de banda en el que no se produce
aliasing alguno (ver la parte derecha de la figura 42).

No hay que perder de vista que la relacion entre las variables s y z analizadas
explica parte de la relacién completa entre las funciones de transferencia del
sistema analégico de partida y del sistema discreto final disefiado. Como se ha
visto en las ecuaciones del inicio de este apartado, la invariancia impulsional
expresa que la transformada Z es igual a la extension periddica de la transfor-
mada de Laplace a multiplos 2z/ T en el eje imaginario, mas el cambio de va-
riable analizado. Esta relaciéon compleja solo permite entender las limitaciones
que el mapeo frecuencial permite obtener, pero queda lejos de permitir reali-
zar la conversion de un disefio analégico en un filtro discreto de forma directa
a partir de la funcién de transferencia en el dominio de la transformada de
Laplace.

Ejemplo

Analicemos un filtro analégico todo-polos con N secciones de un solo polo en paralelo:

u N
Ck p“t
Hd)= ) =2 = o= D ey i)
’ k k=1
k=1

Si se muestrea la respuesta impulsional a tiempos ¢ =nTg, obtenemos la siguiente secuen-
cia:

N
Hnl=hnTy) = (;ckepZnTS uln]

=1

Calculamos su transformada Z:

2 I/ N p Noogo n
HE)= D Hnln= 2| X epePiTsfn =3¢ D (ePiTs1)
n=—00 n=0\%=1 k=1 n=0

La condicién de convergencia para obtener series sumables es:
ePeT szl < 125 > ePL TS = o2 )T = ok T's
y dado que el filtro analégico es estable:

0, <0=> ¢%kTs < 1= los polos se hallardn dentro del circulo unidad.

Acabamos de calcular la TZ:

N ey p“T n c Ck
H(z)=k§1ckn§0(e & Sz—l) = m
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Como se puede observar, el filtro discreto posee polos en pkzepZTm, lo que

equivale al mapeo estudiado z = esTm, aunque esto no implique que, en gene-
ral, se pueda efectuar un simple cambio de variable, tal y como se coment6
anteriormente.

2) Filtro de Chebyshev tipo II

Los filtros de Chebyshev tipo II se diferencian de los de tipo I en que estos
poseen un rizado constante en la banda de rechazo, mientras que en la banda
de paso poseen una ganancia monotona decreciente, justo al revés que los de
tipo I. Para conseguir este efecto, la definiciéon de del médulo al cuadrado de la
funcién de transferencia se basa en una inversion tanto en el eje de frecuencias
como en el de amplitudes del polinomio de Chebyshev, quedando la siguiente

ecuacion:

2 1
1+ T2/ 2,) T3 (24 Q)]

|H(Q) T

siendo £ la pulsacion limite de la banda de paso, ¢ un parametro asociado

a la ganancia en esta pulsacion limite, €, la pulsacion limite de la banda de

rechazo y Ty(x) el polinomio de Chebyshev de orden N.

Como podemos ver en la ecuacién anterior, para Q2>£; tenemos que
x=0Q,/2<1, siendo ademas su valor positivo (mayor que 0), con lo que esta-
mos evaluando T'(x) en la zona donde su amplitud esta acotada al intervalo
[— 1 +1]. Dado que en este caso estamos dentro de la banda de rechazo, la
ganancia del filtro expresada en lineal estard acotada por los valores O (cuan-
do TN(x) =0y ds,=1 / (1+82T12\,(.Qs / £2p)), lo que denotara un rizado de amplitud

constante dentro de esta banda.

En cambio, para 2 < Q, tenemos que 1< x =2,/ £, con lo que estamos evaluan-
do TN(x) en la zona donde su amplitud crece o bien decrece de forma contan-

te. Este crecimiento en modulo provoca que el término eZTJZV(QS/Qp)/szV(QS/Q)
vaya decreciendo de forma paulatina pero constante a medida que nos aleja-
mos de la frecuencia €2, y nos acercamos a 0, de modo que la ganancia del
filtro tenderd a la ganancia 1. Se puede observar también como para 2=, la
ganancia del filtro es igual a 1/(1+¢2), de modo que £ se llama pulsacién de
corte para una atenuacion de 1010g10(1+62) dB.

El filtro de Chebyshev tipo II es un filtro con polos y ceros (p{ y z;, respecti-

vamente), los cuales se pueden calcular a partir de las siguientes expresiones
matematicas que dependen de las especificaciones (2p, &, N 'y §,):



CC-BY-NC-ND ¢ PID_00175661 78

Disefio de filtros discretos

z  (k+1Dn
D=2+ N
p>-1
X = rzcosgbk =5
pP+1

yk:jrlsengbk =35

N
14+\1- 63

£
A=Jiseng. k=01 ... N-1
=15 (xk+jyk) k=0,1 ..., N—-1
xk+yk

Diseiio del orden del filtro

En el caso del filtro de Chebyshev tipo II, el disefio del orden minimo del filtro
se puede realizar con la misma ecuacién expresada para el filtro de Chebyshev
tipo I. Unicamente hay que tener la precaucion de interpretar los pardmetros
de las especificaciones de acorde con las caracteristicas particulares de este tipo
de filtro, que son:

El pardmetro 6, = V142 ahora estd asociado a una ganancia a la frecuencia
limite de la banda de paso £, no existiendo ningan tipo de rizado en la
banda de paso.

e El parametro 6, es ahora el valor de ganancia maximo asociado al rizado
constante que el filtro tiene por encima de la pulsacién €2, dentro de la
banda de rechazo.

En la figura 43 se pueden ver ganancias para varios 6rdenes de un filtro de
Chebyshev tipo II con pulsacién limite de la banda de rechazo £,=10 rad/s,
rizado de la banda de rechazo de —-50 dB. Como se puede apreciar, el orden
del filtro afecta igualmente a la pendiente del filtro (a mayor orden, mayor
pendiente, igual que pasa en los otros filtros estudiados). Ademas, se puede
observar como la caracteristica de rizado constante en la banda de rechazo se
caracteriza por una oscilacién donde los picos son mas redondeados que los
valles, al ser estos ceros absolutos de la funcién de transferencia.
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Figura 43. Ejemplos de funcién de transferencia de un filtro de Chebyshev tipo Il con
parametros del filtro Qs = 10 rad/s, rizado en la banda de rechazo de -50 dB y para 4
ordenes diferentes (ver leyenda de la figura)

Chebyshev Tipo Il

0 — - ; '
A \ — N=4

201og,, [IH,(Q)

10
Q [rad/s]

Podemos apreciar que la condicion de rizado se cumple de forma estricta en
la banda de rechazo, mientras que el orden permite cumplir una condicién
(desigualdad) para la ganancia méaxima del filtro por encima de la pulsacion
limite de la banda de paso. Esto se producia en el filtro de Chebyshev tipo
I, pero de forma inversa: mientras que la condiciéon de rizado se cumplia de
forma estricta en la banda de paso, el orden del filtro permitia cumplir una
condicion de ganancia maxima por encima de la pulsacion limite de la banda

de rechazo.

Por ejemplo, si se analiza el orden minimo que cumple con los requisitos an-
teriores, y ademas se impone que la ganancia del filtro sea como méaximo de
-15 dB por encima de la pulsacién £, = 8rad/s, se obtienen las especificaciones

de disefio siguientes:

15 50
Qp=38 Q,=10 6,=1020 =5,6234 6,=10720 =0,0032 obteniendo
un orden minimo de N =7, y la ganancia del filtro que se puede observar en

la figura 43.
3) Transformaciones en frecuencia en el dominio analégico
A partir de los prototipos paso-bajo se pueden conseguir filtros paso-bajo con

diferentes frecuencias de corte, filtros paso-alto, filtros paso-banda o filtros
rechazo-banda siguiendo una ley de transformacion de la variable compleja
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s. La metodologia se basa en definir dicha transformacion de la variable, que
Unicamente es una transformacioén lineal cuando se trata de convertir un filtro
paso-bajo en otro filtro paso-bajo con diferente frecuencia de corte.

En general, el proceso de transformacion en frecuencia se define a partir de
una funcién de mapeo que transforma la variable s:

s — T(s)
Hfs) — HAs)=H{1(s))

de modo que Hl(s) es la funcion de transferencia del filtro original y H f(s) es

la funcién de transferencia del filtro obtenido después de aplicar la funcién

de mapeo 7(s).

Todas las transformaciones de paso-bajo a paso-alto, paso-banda o recha-
zo-banda son no lineales, lo que puede producir una cierta distorsién (muy
pequefia) y que afecta principalmente al escalado de la frecuencia.

Una propiedad interesante es que la transformacion aplicada inicamente rea-
liza un mapeo del eje de la frecuencia. Esto significa que los filtros de rizado
constante (bien sea en la banda de paso o en la banda de rechazo) siguen te-
niendo rizado constante pero en las correspondientes bandas transformadas
segun sea la transformacion en frecuencia aplicada. También las atenuaciones
minimas en las bandas de rechazo se mantienen a los mismos niveles, pero

dentro de las nuevas bandas de rechazo.

Como se verd, todas las transformaciones en frecuencia se definen a partir
de las pulsaciones de corte del filtro original y del filtro deseado. Ademas,
la funcién de mapeo debe cumplir unos requisitos para poder funcionar de
forma correcta: que mapee los puntos del eje imaginario de s sobre el mismo
eje (correspondencia de frecuencia) y que los puntos situados en el semiplano
izquierdo del plano s queden ubicados en el mismo semiplano (condicién de
estabilidad, para los polos del sistema).

A continuacién vamos a ver con detalle cada tipo de transformaciéon y como a
partir del mapeo de la variable compleja s podemos deducir la correspondencia
de mapeo de la variable frecuencia.

Paso-bajo a paso-bajo

Empezamos nuestro analisis con la transformacién mas sencilla (al ser esta
lineal), que permite obtener un filtro analégico paso-bajo con pulsacion de
corte £2p' a partir de un filtro analdgico paso-bajo con pulsacién de corte £2p.
La funcién de mapeo es la siguiente:
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s — T(s)z_Q—pvs

La funcién de transferencia del filtro paso-bajo final se puede obtener sustitu-
yendo la funcioén anterior en la variable s del filtro paso-bajo original, segan:

Hls) — Hip)=Hyfghs)

Si se sustituye s=jf2 en la funcién de mapeo anterior, se llega a la funcién
que hace corresponder la pulsaciéon nueva con los valores de la pulsacion del
filtro original:

Q
s=j@=T10()=1(jQ) =552
o
= .Q':(Q—i)g

En la figura 44 se representa la funcién de transformacién de frecuencia junto
con los moédulos de la funcién de transferencia de los filtros original y final. Se
puede observar que al ser un mapeo lineal este produce un ensanchamiento
(si 2> Qp) o bien una contraccién (si £, <€) de dicho médulo en el eje de

frecuencia.

Figura 44. Transformacién en frecuencia en el dominio analégico de paso-bajo a paso-bajo

4 Q‘:Qx[&j et
Qp

i ----------------------------------------- r—-—-)--- Qp'
| Q ) ( ,

S I jrremmTemrTesnessesssesssessseoneeones s Aassany )

; ; Hip'(G€2)

LA i

Hip(/€2) ;

-0, Q Q

Paso-bajo a paso-alto

Seguimos con la transformaciéon que permite obtener un filtro analégico pa-
so-alto con pulsacion de corte £2,' a partir de un filtro analégico paso-bajo con
pulsacion de corte £2p. En este caso la funcion de mapeo de la variable s sigue

una ley inversa como:
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Qp2p'
s — T(s):#

Hzp(S) — th(s)=Hlp(%)

Un analisis de dicho mapeo sobre el eje de la frecuencia nos lleva a concluir

que se produce un mapeo inverso como:

QpQp'
s=j@=1()=1(j2) =45~
QpQp

> Q'= —%

En la figura 45 se puede ver que la funcién de transformacion en frecuencia
de la conversién paso-bajo a paso-alto posee una asintota vertical y otra ho-
rizontal que tiende a infinito y a cero por los dos extremos, lo que permite
expandir una banda de paso finita (entre —£, y ) en dos bandas de paso
infinitas (entre — o0y — €', y entre £,'y +0).

Figura 45. Transformacion en frecuencia en el dominio analégico de paso-bajo a paso-alto

Ao Y

Paso-bajo a paso-banda

Pasamos a estudiar la transformacion en frecuencia para convertir un filtro
analogico paso-bajo con pulsacion de corte €2, en un filtro anal6gico paso-ban-
da con pulsacién de corte inferior £; y pulsacion de corte superior £2,,. La fun-
cién de mapeo asociada y la funcién de transferencia del filtro paso-banda en
funcién de la funcién de transferencia del filtro paso-bajo son las siguientes:

2402,
s — T(s)zﬂpﬁ
U =4
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§24 62,82
) — fd=iiforg 20l
A US4

Sustituyendo s = jf2 en la funcién de mapeo anterior se llega a la funcién que
hace corresponder la pulsacién nueva con los valores de la pulsacién del filtro

original:

-0%240)0
s=jR2= T(s)= T(jQ') = .ijg(g—_lﬁg
u
Y . 2
~Poae)

La representacion de la anterior funcién de transformacion en frecuencia se
puede ver en la figura 46. En este caso se puede apreciar como, en realidad, es
la variable ' la que queda representada en funcién de la variable £, con lo
que las dos bandas de paso del filtro paso-banda final (una en las frecuencias
positivas y la otra en las negativas) se obtienen a partir de un desdoblamiento
de la banda de paso del filtro paso-bajo original. Es decir, la funcién de trans-
formacién en frecuencia hace corresponder la pulsacion final (£2) como una

funcién de mapeo de la pulsacion original (£2).

Figura 46. Transformacion en frecuencia en el dominio analégico de paso-bajo a paso-banda

[ TR VI ————. | TS —— A" p—— .

~~

|
e}
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Paso-bajo a rechazo-banda

Finalmente, la funcién de mapeo y la relacién entre las funciones de transfe-
rencia original y final, que permite disefiar un filtro analégico rechazo-banda
con pulsacion de corte inferior £2; y pulsacion de corte superior 2, a partir de
un filtro analdgico paso-bajo con pulsacion de corte £, son las siguientes:
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2-2)

s = TW)=95 Q0,

(2= -Ql))

Hyls) — Hyls)=H lp(Qp 2022,

Si se realiza el estudio de la funcién de transformaciéon en frecuencia para esta

funcién de mapeo, se llega a:

e e)

s=jQ=T()=T(jQ)= QP_92+QIQM

En la figura 47 se puede observar como en este caso la transformacion permite
desdoblar la banda de paso del filtro paso-bajo original en tres bandas de paso
para el filtro rechazo-banda: una de baja frecuencia y dos de alta frecuencia
(positiva y negativa).

Figura 47. Transformacién en frecuencia en el dominio analégico de paso-bajo a rechazo banda
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